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RESOLVIENDO PROBLEMAS DE MATEMATICA
RESOLUCION DE LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 163 (121218)

Calcular el centro, ejes y vértice de la conica
2 2
X —x, +6x,-4=0
RESOLUCION:

Ecuacion matricial de la conica:

dyy @y 4y 1 -4 3 0 1
(1 X, xz) a, a, a x =0—>(1 X xz) 3 1 0 x |=0
0 0 -1
dZO ng 422 XZ 'X2

Ecuaciones del centro (by,b>):

0 3+46-560=0 b =-3
o sea: — Centro: (—3,0)
a,,+ba, +ba, =0 0+50+4,(-1)=0 b,=0

a,,+ bldll + ézdlz =

Ejes (diametros conjugados perpendiculares):
a +a (m+mY+a, .mm' =0
R 2 —a,m+(a,-a,)m-a,=0—
m.an'=-1
— 0.7 +2m-0=0—m=0—>m'=00, por tanto:
x,=mx,+0—=>x,=0.(-3)+0=0
Ejes: x, =-3, x,=0
X,=m'x,+0'=>x,=0"—>x =-3
Vértices (puntos de corte con los ejes):

2= -3 (-3) a2 +6(-3)-4=0— -} ~13=0—>x, = =J-13 (imaginarios)

x, =—3+\/E

x2=0—>x12+6x1—4=0% ; \/E
X =-3-

Vértices: (—3 + \/E,O), (—3 - \/E,O)
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PROBLEMA 162 (141118)
Dados los tres puntos
7(3,0,-1), Q(S,—I,O), £(0,0,0)

—> -—>

se pide determinar el angulo z que forman los vectores 2P0 vy FR.

RESOLUCION:
Utilizando
PO|.|PR
siendo:
PO = (2,—1,1), PR = (—3,0,1)
se tiene:

cosz = 8=3:-1-0,0-(-1)).(0-3,0-0,0-(-1)) _ 2,-LD(-3,0.)) _ -5

V60 _

2+ () P34+ 02 41

=-1.645497 — z = arccos(-1.645497) =130,2°

Joio Voo 12
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PROBLEMA 161 (171018)
Demostrar que

H(n)=3""+ f(n)-27 es divisible por 60,V7zE NV
siendo
604, conk EN,sines par

S ()=
604 +24,con £ €N, 57 n es impar

RESOLUCION:
Utilizando induccién completa:

1) n=0: Z(0)=3+ £(0)=27=27+604-27=604,#E N — /(0)=60
2)n=1: AZ(1)= 32+3+/(1) 27=243+60£+24-27=60(4+£),4+FEN — H ()= 60

3) Sea vélida para 7 = 2 H(n)=3""+ f(n)-27=3""+604-27= 60
y comprobemos entonces su validéz para n+1:

Hn+)=3"" g L(n+1)=27=3""3+ f(n+1)-27=
=372 483" =27+ f(n+1)=3"" =27+83"" + f(n+])=

= (32’“3 —27)+8(60+ 27)+/(;¢ +1)=60+8.60+216+ f(7+1)=

=60+216+604 +24 =60+ 240 =60

4) Sea valida para #=2: H(n)=3"""+ f(n)-27=3"""+604 +24-27 =60
y comprobemos entonces su validéz para n+1:

Hn+))=3"" 4 f(n+1)-27=3""3"+ f(n+1)-27=

=372 483" 227+ f(n+1)=3"" =27+483"" + f(n+])=

=3 48,37 _07 4244 604 = (32'“3 - 27) + 8(32”*3 + 3) +604 =
- (32'“3 - 27) + 8(32’“3 _27427+ 3) +604 = (3”*3 - 27) +8(32”+3 - 27) +8.30+ 604 =

=60+8.60++60+ 604 =60

PROBLEMA 160 (190918)
Hallese la expresion del versor tangente a la curva definida por las ecuaciones:

4 2
U \/Elf V4

M ,)/ b
4 3 2
en un punto cualquiera de la misma.
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RESOLUCION:
Sea el vector de posicion de un punto cualquiera de la curva

4 3 2
Fu)=x(u).d + p(u). ] +z(u).fr = %.17+ \/53” .]‘+%,A’

se tiene:

£=u3.f+\/5z12.]'+u./;

du
Por tanto:

ds® = dr .dr = (z/’ +2.u" +u2).a’u2 =’ (w0 +20% +1).dit® = 1?1 +1) ot

de lo cual:

ds =uu’ +1).du

En definitiva:

Z_i_df/du_y3.;+\/5u2.]+u.l:_ u’ N \/52/ 4 1 7
ds  ds|du wuu® +1) (P +1) (P P+
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PROBLEMA 159 (220818)

Sean 5 segmentos de longitudes a;, a,, as, a4 y as tales que con tres cualesquiera de
ellos es posible construir un tridngulo. Demuestre que al menos uno de esos triangulos
tiene todos sus angulos agudos.

RESOLUCION:
Dado un triangulo cualquiera de lados a, b y c, se tiene que:

- si es rectangulo (por ejemplo en a,b): &*+ 54 =¢?
- si es acuténgulo (todos los angulos agudos): @’ +4° > ¢*

- si es obtusangulo (angulo a,b obtuso): &’ +4” <¢*
Es decir, si el triangulo no es acutanguo (si no tiene todos sus angulos agudos), ha de

ser @*+5* <¢*. O sea, la suma de los cuadrados de dos cualesquiera de sus lados es
menor o igual que el cuadrado del tercer lado.

En nuestro caso, supongamos que el orden de longitud de los segmentos dados sea:

a<a,sa,sa,sda,
y veamos que si suponemos que ninguno de los triangulos que se puedan formar es

acutangulo se llegaria a una contradiccién con el orden de longitud dado para los 5
segmentos.

Se tendria:
al +a; <a; (1)

IA

N
NS
~

\®)
~

2 2
a; +a;
2 2 2
a;+a; =a; (3)
Pero, por la desigualdad triangular:
2 2 2
as<aj + a, luego a; <a; +a; +2a,a, (4)
Sumando las desiguadades (1), (2), (3) y (4):
al +2a; +2a; +a; +a. <a: +a, +a. +a] +a; +2a,a,
es decir,
a; +a; <2a,a,

Como a, =< a,, resulta 2a; <a; +a; <2a,a,, y por tanto a, < aj, en contradiccién con
la ordenacién inicial.
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PROBLEMA 158 (250718)
Sean las ecuaciones paramétricas de dos curvas alabeadas:

X =, + A X=a.cosu
a)y y=y,+ul b)) v=a.senu
z=z,+0¢ z=/fu

1) Hallese la ecuacion continua de cada curva.
2) éQué tipo de curva es en cada caso?

RESOLUCION:
1) Ecuacion continua de cada curva:

X=Xy, V=V _Z-%

u 9

a) /=

b) x*+ y’ =a’; z=/f.a/’a{gZ

X

2) Tipo de curva:

a) Es una recta de V3, interseccidn de dos planos.

b) Es una hélice circular de Vs, interseccién del cilindro x* + p*> = 2> con el elicoide

z= /f.d/’cz{gZ .

X
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PROBLEMA 157 (270618)

Sea x un elemento nilpotente de un anillo A (x"=0 para algin numero natural n).
Probar que 1+x es una unidad de A (un elemento inversible en A). Deducir que la
suma de un elemento nilpotente y una unidad es también una unidad en A.

RESOLUCION:
X € A nilpotente en A—>EInEN—{O}/x" =0

u€ Aunidaden A—=3Iu' €A/uu =u"'u=1

a)
u=l+x—=>x=u-1-InEN-{0}/x"=(u-1)"=0—
n n-1
= @=1" =Y D't =0 = Y (=D'ut +1=0—
k=0 k=0
n-1 n-1 n-1
s E(_ l)k un—k - _1 s _E (_l)k un—k — 1 -y _E(_l)k un—k—l] - 1 s
k=0 k=0 k=0
n-1
— [—E(—l)k u"‘“] =u' — uinversible — u=1+x es unidad en A.
k=0
b)

w=u+x—>x=w—u—>3nEN—{O}/x"=(w—u)"=0—>

n-1

/L n-1
— E(_l)k ukwn—k -0— E(_ 1)k ukwn—k +1=0— _E (_l)k ukwn—k -1—
k=0 k=0 k=0

n-1 n-1
—Ww —E D u*w"*! ] =l—=w'= —E(—l)"u"w”"‘"l — w=u+x inversible
=0 par)

por tanto, w =u+ x es unidad en A
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PROBLEMA 156 (300518)
Determinar la tangente, normal principal y binormal a la curva

x=2t"-1
y=1-t¢
7=t
en el punto (1,0,1)
RESOLUCION:
Vectores:
tangente: ‘E=d—r d—r , normal: ﬁ=d—17 dt , binormal: b =T A7
dt/ |dt dt dt
— — 2—> — —
d—r=(4t,-1,2t), d_T=d_f=(4,0,2), 4\ fi6r +1+47 d—r‘=\/42+0+22 =20
dt dt dt dt dt
en el punto (1,0,1) es t=1, con lo cual le—r 1622 +1+41> =J16+1+4 =21
t
por tanto:
_dr J|dF| 1 421 21 2421
T = o =_(4’_1’2)= s P ’
dt/ |dt 21 21 21 21
ﬁ=dl dt =L(4’0,2)= @’0,@
t dt 20 10
i j k
Goson_| 421 V21 221 | (V410 410
21 21 21 210 105
oo
5 10

Recta tangente: = =

21 21 21
x-1 z-1
Recta normal: ==
20 20
5 10
Recta binormal: x-1 _ 21
V410 V410
210 105

Simplificando:



Matematica, Fisica, Astronomia, casanchi.com

2018

Recta tangente — x_—l - Z__l
4 -1 2

Recta normal principal — =

Recta binormal — x_—ll = ZT_l
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PROBLEMA 155 (020518)
Se representa por Z el conjunto de todos los enteros. Hallar todas las funciones

f1Z->2
tales que para cualesquiera x, y enteros se verifica:

fix + f(y)) = f(x) -y

Olimpiada Matematica Espafiola. Fase Nacional 2004 (Ciudad Real). Primera sesidn

RESOLUCION:
Por induccion podemos comprobar que Yz € 2, f(x+7n. /(y))= f(x)-7.y, ya que

D/ (x+0./() =/ (0)+0.y
) S+l /()= (x)-1.p

3) Si suponemos la féormula cierta para #=4 =0,
VneZ, f(x+4./(y))=_/(x)-4.y, vemos que entonces ha de ser cierta para £ +1:

S+E+D). S () =S+ kS D)+ /(D) =S (+k S (P)-p=
=/ ()-ky-y=/(x)-(£+]).y
Para 7 =4 <-1 se comprueba igual.

Ahora bien, vemos que llamando 4 =1+ /(1)./(1)=1+ /(1)>>0

es /(A)=/0+/0)./D)=/D-/(1).1=0

Pero entonces:

S )=/ (r+/(4)=/(x)-4—>4=0
lo que implica contradiccion (4 >0y 4=0).

Es decir, no existen las funciones que puedan satisfacer la condicidon pedida.
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PROBLEMA 154 (030418)
a) Obténgase la formula vectorial de una simetria especular en el espacio Es.

b) Hallese el punto especularmente simétrico del punto (3,1,0) respecto al plano
4x -4y + 2z -1 = 0.

RESOLUCION:

X Plano: 4x-4y+2z-1=0

u : vector unitario normal al plano.

m m: vector de posicion de un punto
plano cualquiera del plano.

<

Ecuacion vectorial del plano:

mu+e=0
a) Se tiene:

+Xx'
2

=1

€ plano X'=X+Au,AER

ﬁ’l:

sustituyendo en la ecuacién vectorial del plano:

f+7€'_ﬁ+g=0_>()—C+5e').ﬁ+zg=oe(f+xma).ﬁ+2e=o—>

— (2X+ Aii) i +2e=0—> 2%+ A+2e=0— A =-2(Xii +¢)

¥'=F-2(Rii+e)di

b) Aplicaremos la formula obtenida para la simetria especular. Se tiene:

x=03,1,0), 4x-4y+2z-1=0—(4,-4,2)(x,y,2)-1=0—= m=(x,y,2),

_ (442 _(i _4 %)_(2 2 1) el
6" 66 T 37'3)°

<y

4+ (=4) 422 3 6
x.ﬁ=(3,1,0).(3,—3,1)=f
37373) 3
Xﬁ+s=ﬂ—l=z, 2()?ﬁ+s)ﬁ=2z 2,—%,l)= E,—E,z)
36 6 613> 33/ \97 979
x'=x—z(xa+.s).ﬁ=(3,1,0)—(5,-5,1)= 9,2_3,_1)
97 9'9) 19797 9
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PROBLEMA 153 (070318)
Prueba que la grafica del polinomio P(x) es simétrica respecto del punto A(a,b) siy

sélo si existe un polinomio Q tal que: p(x)=b+(x-a)Q((x—a)’)para todo xER
(Olimpiada Matematica Espafiola, 2001. Murcia. Primera sesién)

RESOLUCION:

Supongamos primero que exista el polinomio P que cumple las condiciones

requeridas.

Sea x=a-h 0 x=a+h Entonces:

{P(a—h) =b-hQ(h*)  P(a-h)+P(a+h) =b, paratodo hER.

P(a+h)=b+hO(h*) Y 2

Lo que significa que la grafica de P es simétrica respecto del punto A(a,b).
Sea P(x)=P(a+h)=R(h)

P(a-h)+P(a+h)
2

La condicidn

=) es equivalente a R(-h)+ R(h)=2b porque

P(a-h)=R(-h).

Para R(h)=a,+ah+...+a,h" la condicién anterior se escribe de la forma:
a,+ah+..+ah" +a,—ah+ah’ —.+(=1)"ah" =2b

es decir a,+a,h’ +..+a, h" =b paracada hER, m=n,n par, m=n-1,nimpar

Se deduce que a,=a,=...=a, =0, a,=b

Por tanto ahora se tiene que

R(h)y=b+ah+ah’ +..=b+h(a, +ah’ +ah*+..)=b+h.Q(h*)

y asi existe un polinomio Q tal que

R(h) = b+hQ(h2)

Por uUltimo, como es x=a+h—h=x-a:

p(x)=R(h)=b+(x-a)Q((x-a)’)
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PROBLEMA 152 (070218)

a) Demostrar que la propiedad de ser un espacio de Hausdorff es hereditaria, es
decir, que todo subespacio de un espacio de Hausdorff es también espacio de
Hausdorff.

b) Sea Tg la topologia de la recta real R generada por los intervalos abiertos-
cerrados (a,b]. Demostrar que (R,Tgr) es un espacio de Hausdorff.

RESOLUCION:
a) La definicién de Espacio de Hausdorff es:

(H,TH) Esp. Hausdorff <> ¥VNa,b€E H,AA,BET, /(aEAbEB)AANB=¢
Sea (X,Ty) subespacio topoldgico de (H,T,), y sean a,b € X C H . La topologia
relativa en X se obtiene como interseccion de X con los abiertos de (H,TH) :
T,={XNA/AET,}

Por tanto:
(H,TH)Esp.Hausdorﬂ<—>Va,bEXQH,EIA,BETH /(a€EAbEB)NANB=¢—

—>aEXﬂA,bEXﬂBA(XﬂA)ﬂ(XﬂB)=Xﬂ(AﬂB)=Xﬂ¢=¢—>
—>(X,TX)Esp. Hausdorff

b) La topologia considerada en R es T, ={(a,b]/a,b E R}
Veamos que Ya,bERIA,BET,/(aEAbLEB)NANB=¢:
Sea, por ejemplo, a<b. Basta elegir los abiertos A=(a-1,a], B=(a,b], pues
obviamente, (@€AbLEB)NANB=¢. Si fuera b<a seria igual,
intercambiando ambos elementos, A =(b,a], B=(b-1,b]. Luego
Va,bER,IA,BET, /(aEALEB)NANB=¢ — (R,TR) Esp. Hausdorff
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PROBLEMA 151 (100118)
Resuélvase la integral triple

1 1 1
dz
dx|dy [ ———
-{ {y{1/x+y+z+l
RESOLUCION:
l]
{ﬁ=2(z+(x+y+l))zo=2(\/x+y+2—\/x+y+l)

3 3|!

[2(Jx+y+2 —\/x+y+1)dy=2%(y+(x+2))2—2%(y+(x+1))2

0

=§[(x+3)z—(x+2);—(x+2);+(x+1)1 =§[(x+3)2—2(x+2)2 +(x+1)?

_—

1

[(x+3); 2(x+2)2+(x+1)2] =§[(x+3)§ 2(x+2)§+(x+l)§] =

(SSRNN

i

15
[(4 —23 +2) (3’ —222+1)]—E[25—33.32+3.22.22_1]=

[31 2743 +1242)

ul|°° G | o0



