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CARLOSS. CHINEA AXIOMATIZACION DE LA TEORIA DE CONJUNTOS

1. Introduccién:

Sabemos que un axioma es un principio o postulado basico que es asumido como regla de juego en
e proceso delainferencialégica, sin ninguna demostracién previa.

Fue en la antigua Grecia donde empez6 € uso de los axiomas, enunciados o afirmaciones sempre
condicionados por su apar ente autoevidencia.

Ejemplos
"Una proposicion no puede ser verdaderay falsa al mismo tiempo™.
" El todo esmayor que cualquierade suspartes'.

La base de la construccién de cualquier disciplina matemética es € méodo axiomatico, es decir, €
establecimiento de un conjunto de reglas de razonamiento, de enunciados postulados o axiomas a
partir de las cuales, y por las reglas de inferencia de sistema, se derivan otros enunciados o
proposiciones que llamamos teoremas.

Un axioma es, pues, un principio que permite iniciar una proceso légico de deduccién tomandolo
como partida de los pasos de razonamiento.

El conjunto inicial de signos, definiciones, enunciados postulados o axiomas y reglas de derivacion
desde tales axiomas es € Sistema Axiomatico de la disciplina que se construye. Este conjunto inicial
de axiomas o reglas no puede ser un conjunto cualquiera de enunciados, sino que debe cumplir los
necesarios requisitos que permitan € desarrollo |4gico.

Debe s=r, en efecto, indecidible, consstente y no contradictorio. El objetivo es que sea completo, es
decir, que a partir de d pueda derivarse cualquier enunciado de la disciplina a la cud srve de
fundamento.

1. Indecidibilidad: Ninglin axioma de sstema puede s obtenido como un teorema partiendo de
losrestantes.

2. Consistenteinternamente: Nunca podra ser derivada una contradiccién como teorema.

3. No contradictoriedad: Lo afirmado por un axioma no contradice a lo afirmado por cualquiera
delosrestantes axiomas del sstema.

La Teoria de Conjuntos fue creada en un estadio semiintuitivo. La aparicién de algunas paradojas
hizo imprescindible su for malizacién axiomética.

En toda axiomatizacion de la Teoria de los Conjuntos se necesita, por o menos, un axioma o regla
gue nos permita discernir en qué condiciones varios conjuntos son € mismo conjunto, es decir, que
nos permita extender, hacer una extensién, dd concepto de conjunto, asi como otro axioma que nos
permita definir tipos de conjuntos, es decir, se necesta también, bascamente, un axioma que
podriamosllamar formador de conjuntos

La primera axiomatizacion aparecid ya en € afio 1908, con los sSiete axiomas de Zermelo (Berlin
1871-Friburgo 1953):

Axioma de extensionalidad
Axioma de for macién de conjuntos.
Axiomade par

Axiomadelagran unién
Axiomade conjunto delaspartes.
Axioma de eleccion.
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Axiomadeinfinitud.,

La exigencia de algunos conjuntos no quedaba garantizada con los Sete axiomas propuestos por
Zeamdo, por lo que, en 1922, Fraenkd (Munich 1891-Jerusalen 1965) propuso afadir un octavo
axioma: € axioma de sustitucion. Es € sistema axiomatico de Zémelo-Fraenkd (sistema Z-F).

En 1925 Von Neumann (Budapest 1903- Washington -1957) presentd un sistema axiomatico que
representaba un avance sobre d ssema Z-F, pues admitia las clases universales (de todos los
conjuntos, detodoslosordinales, detodoslos cardinales, ...), no estudiadasen € sisema Z-F.

El concepto primario utilizado por Von Neumann fue € de funcién y no € de conjunto o clase. La
“traduccién” del sistema formulado por Neumann de forma que € concepto primario sea d de
clasey demento declase, y no e defuncion, se debe a Bernays (L ondres 1988- 1980).

Los trabajos de Bernays dieron rigor a la axiomética de la teoria, junto con las puntualizaciones
de Godd (Briinn 1906 — Princeton 1978) y de Quine. Lo que exponemos a continuacién se podria
denominar algo asi como Sistema Axiomatico N-B-G-Q (Sistema Axiomatico Neumann-Bernays
Gode-Quine). Exponemos un total de 10 axiomas al mismo tiempo que estudiamos aquelas
propiedades delas clasesy conjuntos que evidencien la necesidad de formularlos.
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2. Preiminares:
El concepto primario esel declasey e de elemento deunaclase.
Llamaremos conjuntos a las clases que son elementos de otras clases, y llamaremos clases Gltimasa
las clases que no son dementosde otras clases.
a) Simbolos:
- variables

XY, Z, ... sonlasletras mindsculas del alfabeto castellano.
- relatoreshinarios

=:“ esiguala“;T:“eselementodea” o “pertenecea”, | : “ esta contenido o esigual a”
- conectores.

~*“no’; U*y: U*o’; ®:“s...entonces’ o“implica’; « :“siysolos’”
- cuantificadores:
":“paratodo”; $ “existeal menosun” o0“paraalgun’; $:“existeun tnico”

- dexriptores
ii“d .. tal que’

b) Equivalencias:
Se equivalen las siguientes expr esiones de negacion:
x1y°~(x=y) i ye~(xIy)
c) Variablesligadasy variableslibres:

Las variables que siguen a los cuantificadores y al descriptor en una expresion se dicen variables
ligadas, y lasrestantes, variableslibres.

d) Férmulas:

Una férmula f(x) indica una expresion en laquelax esunavariablelibre.
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3. El axioma de extensionalidad:
Establece una sencilla condicién para que dos clases sean la misma clase:

“Dosclases, a, b, quetienen los mismos elementos, son la misma clase”

Axioma de extensionalidad: " ab)(" x)(xI a« xI by® a=b
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4. El axioma formador de clases:

Ese axioma garantiza que para cada férmula f(x) exise al menos una formada por todos los
conjuntos que satisfacen la formula f(x).

Axiomaformador dedasss  ($y)(" X)(XT y« CxUj (X)) dondey noeslibreenj (x)

Con d siguiente teor ema se prueba que existe exactamente una clase que satisface la férmula.
Teorema l:

(S yY)(" X)(xT y« CxUj (X)) dondey noeslibreenj (x)
En efecto:

Veamos que la clase y es Unica: por axioma 2, existe al menosun y/ xey « Cx Uj (x). Si hubiera
otra clase y', con la misrrla propiedad,\& decir, un Yy / xey <« Cx Uj(x) setendria, aplicando d
axiomal (Y,Y)(" X)(xI y« CxUf(X)« xI y)® y=y

Definiciones de clases:

Asdi, pues, para cada férmula f(x) en la que y no es libre en f(x) existe una sola clase de los conjuntos
que verifican f(x). Esta dase se puede representar por {X/f (X)} (“la clase de los conjuntos x tales

queverifican j (x)”), y que puede definirse por: {X/f (X)} =Gy)(" N(xT y« CxUj (x))

El hecho de que para cada férmula exista una Unica clase que la verifica, permite definir clases
mediante férmulas. Mostramos un listado delas principales:

1. Lacdaseunion declases:
aUb={x/j (x)° xT aUxI1 b}
2. Ladaseinterseccién declases:
aNb={x/j (x)° x aUxI b}
3. Laclaseuniversal:

U={x/x=x
4. Laclasevacia:

F={x/xt x
5. Laclasediferencia declases:

a-b={x/x1 aUxi b}
6. Lainclusién declases.
al b« ("X)(xI a« xI b)

7. Laclaseunitaria:

{a} ={asa=bU~ ch}
{a.0t ={at U{o}
s(a) = aU{a}

8. Laclasepar ordenado:

9. ClaseSiguientedeotra:
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10. Laclasepar ordenado, o bien, diada:

(xy) ={{x}.{x y}}

ua={x/($y)(xT yUyl a}

12. Lacdasegran interseccion:

Na={x/(" y)(yT a® xI y)}

Relr « (" x)(xT r ® ($a,b)((a,b) = x))

14. Dominioy contradominio deunaréacion:

D.r ={x/($y) U(x V)T 1} D,r ={y/($x) U(x, )T r}

15. Relacioén inversa deotrareacion:

r*={(b,a)/Relr U(a,b)T r}

11. Laclasegran union:

13. Relacion:

16. Funcion:
Fnr « Relr U(" a,b,c)((a,b)T rU(a,c)l r ® b=¢)
17. Funcion Biyectiva;
Bif « Fnf U(" a,b,c)((a,b)T f U(c,b)T f ® a=¢)

18. Clases coordinables o equipotentes:

a~b« ($f)(Bif UD,f =aUD,f =b)
19. Clase de menor oigual potencia que otra:

afb« ($s)(si bUa~s)
20. Clase de menor potencia que otra estrictamente:
a<b« ($s)(si bU~bi sUa~s)
21. Claselnfinita:
Infa« ($x)(xI aUatl xUa~X)
22. ClaseFinita:
Fina « ~Infa

23. Claselnductiva:

Induca« FT aU(" x)(xT a® s(x)1 a)
24. Claseinclusiva:

Incla« ("x)(xI a® xI a)
25. Clase econectada:
Coneca« ("x,y)(xT aUyl a® xI yUyl xUx? y)
26. Claseordinal (ondmero ordinal):
Orda « InclaUConeca

De estas y otras definiciones se obtienen diversos resultados que conforman toda la Teoria de
Conjuntos. Veamos algunos resultados inmediatos de la definicion de unidn, interseccion e inclusiéon
declases.

Teorema?2:

Severifican las siguientes propiedades par a las clases union e inter seccién:

a ala=a, afla=a

b aUb=bUa, afNb=bNa

o aUbUc)=(@Ub)Uc, aN(Nc)=(aNb)Nc

d af(aUb)=a, aU(afb)=a

e alU(bNc)=(@Ub)N(aUc), aN(bUc)=(@nblU(anc)

En efecto:
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Seprueban trivial mente.

Teorema 3:

Severifican las siguientes propiedades parala clase universal y parala clase vacia:

a) (" x(xI F)

b) (" X)(xUU =U)
o (" XN(XNF=F)
d (" X(XUF =x)
e (" X)(xNU =x)

En efecto:
Se prueban trivialmente.
Teorema4:

Severifican las siguientes propiedades paralainclusion de clases:

a (" a)al a)
b (" a,b)(al bUbi a® a=h)
9 (" ab,c)(al bUbi c® al ¢

J(" a)al U)
o ("a)F i a)
En efecto:
Trivialmente.
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5. El axiomadd par no ordenado:
Teoremas:

Se verifican las sguientes propiedades paralos pares no ordenados:
a) (" a,b)(Ca® al {ab})

b) (" a,b)(CbUCCc® (" a)(al {b,cJ® a=bUa=c))
9 (" a){a.a} = {a})

d (" ab){ab}={ba)

En efecto:

Son triviales.

Estd claro que s a menos uno de los dos eementos del par es una clase Ultima, entonces € par
también loes, por e teorema5b): {b} =U ® {a,b} ={a}UU =U

Pero, ¢y s los dos eementos dd par son conjuntos, es un conjunto también & par?. Para dlo
necestamos un tercer axioma. Es € axioma dd par no ordenado: “d par formado por dos
conjuntos estambién un conjunto’

Axiomadd par noordenado: (" X, y)(CxUCy ® C{ X, y})

L a consecuenciainmediata de este axioma es el caracter de conjunto paralaclase unitaria.

Teorema®:
Laclaseunitaria {a} €sun conjunto: C{a}

En efecto:

(* a){a} ={a,a} ® c{a,a} ® c{a}
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6. El axioma deregularidad:

El axioma de regularidad o redtriccion o, también, de buen fundamento, afirma que para cada clase
no vacia, sempre hay al menos un elemento que no contiene otros elementos de la clase, esto es, que
esdigunto con dla.

Axioma de regularidad: ("a)alf ® ($x)(xI aUxNa=f)

Teorema:

Se verifican las propiedades siguientes, como consecuencia del axioma deregularidad:
3 (" a)al a)

b) (" a,b)(~ (al bUbT a))

En efecto:

Aunguetambién son triviales, vamos a razonarlas desde € axioma de regularidad:

a) Aplicando el axioma deregularidad® ($b1 {a} /{a} N b=F) U aunico elemento de {a}®
® {a}ﬂa: F  perosfueraal a® al {a}ﬂa® aﬂ{a}l F .luegoal a.

b)

al bUbl a® caUcb® C{ab}® (al bN{a b} Ubl aNn{a,b})U
U("xi {a,b}® x=aUx=b)® ((" x)(xi {a,b}® xN{a,b}* F)®
® contradiccion _con_axioma_ regularidad ® ~ (al b UbT a)

Corolario al teorema7:

Laclaseuniversal noesun conjunto: ~ CU

En efecto: s fuera un conjunto, por definicion de conjunto, seriaz U T U, pero segin € teorema
anterior, hadeser UT U, luegoU noesun conjunto: ~ CU
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7. El axioma delagran union:
Teorema8:
Severifican las siguientes propiedades parala gran union:

a) ("ab)(al b® ai Ub)

b) UF =F
o Uu =Uu
En efecto:

gal b® ("x)(xI a® xI Ub)® ai Ub
by UF ={x/($y)(xI yUyl F}U("y)yi F)® UF =F
oxT We®Cx®xTU® WIiUuU® W =U

La cuestion ahora es establecer s la gran unidn es 0 no un conjunto. Para dlo se necesita un quinto
axioma. El axiomadelagran unién.

Axioma delagran union: (" X)(Cx® CUXx)

Una consecuencia inmediata de este axioma es que la unién de dos conjuntos es, también, un
conjunto. Veamoso mediante un teorema sencillo.

Teorema9:
L aunién de dos conjuntos estambién un conjunto: (" a,b)(CaUCb® CalUb)
En efecto:

U{a b} ={x/($y)(xT yUyT {a,b}} ={x/xT aUx1 b} =aUb
caUCb® C{ab}® cU{ab}® caUb
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8. El axioma dd conjunto vacio:
Teorema 10:
Lagran interseccion dela clasevaciaeslaclaseuniversal: [1F =U

En efecto:

NF =0 y)fyT Fexi yl ("x)(xI NF® cxU(y)(yl F@ yi y))®
® ("x)(xT NF « Cx)® NF =U

Axiomadd conjuntovacio: CF

Teoremall.

Lagran interseccion delaclase universal eslaclasevacia: [JU = F

En efecto:

SNUtF®NU={x/("y)(yT U® xI yJUCF® FT U ® ($x)(xI F)®
® F_no_vacio®~(WU!'F®NU=F

Teorema 12

a ("a)(Ca® Cs(a))

b (" ab)al b® al s(b))

9 ("ab)(CbUal s(b)® al bUa=h)
9 (" a)ca® al s(a))

En efecto:

a) (" a)(Cauc{a} ® caU{a ® Cqa)
b) Trivial
©) Trivial
d) Trivial
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9. El axioma de sustitucion:

Teorema13:

(" r(Relr « ri UxU)
En efecto:

Relr « ("X)(xT r® ($a,b)((a,b)=x)® xI r® Cx® C(a,b)® CaUCh®
® (a,b)T U® ri UxU

Interesa saber s una subclase de un conjunto es, también, un conjunto, y s una funcién es
realmente un conjunto. Para ello esnecesario € axioma de sustitucion.

Axioma de sugtitucion: (" f)(Fnf UCD,f ® CD,f)

Teorema 14

3 ("ab)(CbUal b® Ca)
b (" f)(Fnf UCD,f ® Cf)

En efecto:

Definimos:  f ={(m,n)/(ml xUm=n)U(ml y- xUn=a}® Fnf U
UD,f =xU(y- x)=yUD,f =xU{a}=x® D,f =yUD,f =x®
® D,f =yUD,f = xUCyU(CD,f ® CD,f) ® CD,f ® Cx

b) Definimos g ={(a,b)/al D,f Ub=(a, f(a)}® FngU(D,g=D,f)UD,g=f ®
® FngU(D,g=D,f)U(D,g=f)UCD,gU(CD,g® CD,g) ® Cf
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10. El axiomadeinfinitud:

Sabemos que un conjunto inductivo es tal que contiene al conjunto vacio, y, para todo conjunto x
gue le pertenezca, le pertenece también e conjunto siguiente §(x). La clase a de todos los conjuntos
gue son inductivos, seria:

a ={x/ Induc(x)}
La cuestién que nos planteamos es s existe realmente algin conjunto inductivo, o, s por €

contrario, la clase a de los conjuntos inductivos es vacia. Para resolver esto, formulamos un nuevo
axioma, € axiomadeinfinitud, que nos garantiza la existencia de algiin conjunto i nductivo.

Axioma deinfinitud: ($x)(Cx Ulnducx)

Esto quiere decir que exise al menos un conjunto inductivo de la clase a, por lo que s podria
formar lagran interseccion deloselementosdea.

Teorema 15:
Laclase [ aexiste, esun conjuntoy esla claseinductiva minima.

En efecto:
a) () aexiste, por axioma deinfinitud, ya que a es no vacia.

b) (" x)(xT a® Nai x)® por teorema14® CNa
) Veamos que () @ esinductivo:
("y)yl a® F1 y)® F1 Na
xI a® ("y)yl a® (xI yUsx)1 y))® s(x)1 Na
d) () @aesminimo entre los conjuntos inductivos, por ser su interseccion.

Esto nos permite dar la siguiente definicion, una de las mas importantes en la construccion de la
matematica como cuer po de conocimiento.

Definicién 1:

Se llama conjunto de los nimeros naturales al conjunto h = () a, que, por € teorema anterior, es
inductivo.

Seutilizalanoggntl:;a’turajs-iguistzn(;;a:: . U{F}, 20 1) =F U{F} U{F U{F}}’
3=92) =F U{F} U{F U{FJU{F U{F} U{F U{F}}}....

Teorema 16: (de Peano)

a 01 h

b (" n)(nl h® s(n)i h)

9 (ST huol sU("n)(nT S® s(n)i S))® S=h
d (" n)(nT h® s(n)t 0)

9 ("mn)nT hUmi hUs(n) =s(m)® n=m

En efecto:
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a) Por teorema 15.
b) Por teorema 15.
0 ChUsI| h® Cs (Porteorema 14 a).

ChUinducsUsi hUh inductivo minimo ® s=h
d) (" n)nl nU{n}® nl s(nN® s(n)t 0

e) Bastaraaplicar estos dos resultados:
ningun ndmero natural esta contenido en alguno de sus elementos:

" n)(nT h®~($x)(xI n® ni x)
todo nimero natural es una clase inclusiva:

(" n)(nT h® Incln)
Setiene:

ni hUmil h® ni nU{nfUmi mU{m® nl s(n)Umi s(m)®

® nl gnN)Umi s(m Us(n)=sm)® ni s(myUmi s(n) ®

® ni mU{mUmi nU{nt ® (n=mUni mUmM=nUmi n)®

® (nfm)U(pT ml‘JrrlT n

s ml nUnl m® ml nUnl mUIncch® ml nUnl m®

® mi nUni mU~snT mU~gm)T n®~Induch® absurdo® m=m
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11. El axioma de eleccién:
Definicién 2:
Sellamaclase ordinal alaclase delosnumerosordinales:

Q ={x/0rdx} ° {x/ Inclx U Conecx}
Teorema 17:

a OrdQ
phi QUhT Q
9FT Q

d ~CQ

En éecto:

Trivialmente.

El axioma de deccion es uno de las enunciados mas famosos, a la par que controvertidos, de toda la
matematica. Representable en modos diversos, fue ya utilizado implicitamente por Cantor en la
demostracién de algunos de susresultados.

Axioma de eleccién: (" Y(S$H)(Fnf UD,f =yU(" x)(xT yUx:1f® f(x)T x)

Otrasformasde enunciarlo podrian ser, por gemplo:

- Paracada clase hay unafuncién que elige o selecciona un elemento de esa clase.

- Todo conjunto es coordinable con alglin nimero ordinal.
Las controversas originadas por ese axioma se deben, principalmente, a que garantiza la
exigencia de ciertas clases (las funciones de eeccién) sin establecer procedimiento alguno para su

construccion. Es por esto que d axioma de eeccién fue investigado con gran interés, hasta que se
pudo probar su consistencia en 1940 (Kurt Goddl), y su indecidibilidad en 1963 (Paul Cohen).
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12. El axioma delas partesde un conjunto:

Sedefinela clase delas partes de un conjunto, o clase potencia de un conjunto, del modo siguiente:

P(a) ={x/x i a}

Axioma delaspartes: (" X)(Cx® CP(X))

Este axioma es necesario para probar algunos resultados basicos de la teoria de conjuntos, como
son, por g emplo, losteoremas:

(" a,b)(CaUafbUbfa® a~b) (Bernstein)

(" a)(Ca® a<P(a)) (Cantor)
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