Ajuste de funciones
Ajuste con polinomios de Tchebychef

1. Idea de interpolacion y de ajuste. Soporte y base de ajuste:

Es frecuente encontrar en el analisis numérico funciones y=f(x) definidas por
tablas, de forma que solo se conocen los valores que toman en un conjunto finito
de puntos, xg, X1, ..., Xp-1, Xn:

Xo X1 X2 Xn-1 Xn

Yo Y1 Y2 Yn-1 Yn

Con la necesidad de conocer valores de tal funcidon f(x) en puntos distintos de los
que ya figuran en la tabla.

El problema de la interpolacién consiste en la determinacidon de una funcidon g(x)
que en los puntos de la tabla dada, xo, X1, ..., Xp-1, X, toma los mismos valores,
Yo, Yi,---,¥n-1, ¥n, de la funcidn f(x) tabulada, mientras que en los puntos intermedios
se toman como valores de f(x) los valores que tome la funciéon interpoladora g(x).

Son muchos los fendmenos experimentales que se comportan en ciertos intervalos
como funciones de determinadas variables. Realizando su medicion en un ndmero
finito de puntos se obtendra una tabla vy, al interpolar, una funcidn que describe con
un cierto error el fendmeno tabulado.

Teniendo en cuenta el espacio de las funciones de una variable real y en él, el
conjunto de n+1 funciones go(x), gi(x), ..., gn-1(X), gn(x), de forma que cualquier
subconjunto de las mismas es linealmente independiente, se trata de encontrar un
polinomio generalizado

Pn(x)=Co.go(X)+C1.g1(X)+...+Cp-1.Gn-1(X) +Cn.gn(X)
tal que
pn(xi)=y;, i=0,1,...,n-1,n

Los puntos Xq, X1, ..., Xn-1, Xn, S€ denominan soporte de la interpolacion, y el error
cometido depende tanto de la base de la interpolacion, las funciones go(x), gi(x),
ey Gn-1(X), gn(x), como del criterio escogido para la determinacién de los
coeficientes ¢y, C3, ..., Ch-1, Cn, del polinomio generalizado p,(x).

Sin embargo, cuando se conoce una base de m+1 funciones

go(x), gi(x), ..; Gm-1(X), Gm(X)
con m<n, es decir, en nimero menor que el nimero de puntos del soporte, el
problema de determinar las p(x;))=y;, i=0,1,..,n-1, n, no tiene solucién, siendo
preciso idear otros métodos y otros criterios de aproximacion. El problema ahora es

el conocido como problema del ajuste de funciones.

En lo que sigue consideramos el ajuste de una funcidon en un intervalo cerrado
como soporte, utilizando como base del ajuste un conjunto de funciones



ortogonales en dicho intervalo, los polinomios de Tchebychef, y determinaremos
los coeficientes del polinomio generalizado del ajuste minimizando la norma
euclidiana del vector de errores, esto es, del vector definido por las diferencias
entre los valores dados en los puntos del soporte por la funcién a ajustar y los
valores que en tales puntos toma el polinomio generalizado.

2. Los polinomios de Tchebycheff:
Se trata de los polinomios descubiertos por el matematico ruso Pafnuti Lvdvich
Chebycheff (1821-1894), que pueden definirse por

T (x) = cos(narccosx)

y podemos comprobar que son soluciones de la ecuacion diferencial de segundo
orden

(I-x")y"-xy'+n’y =0

ya que haciendo 6 =arccosx — x =cosf serd T (x)=cosnf, dT (x)=-nsennd.do,

con dx =-senf.df — ﬁ = -1 y si llamamos y=T (x) sera
dx senf
y'= iTn()c) = —nsenn@ﬁ = nsenng
dx dx sent

resultando para la derivada segunda:

., n’cosnf.senf —cosBsennd d0 —n’ cosnf + nsennf cot
sen’0 dx sen’0

con lo que al deshacer cambios quedara:

2 '
"= n};+—xy2,osea, (1-x*)y"-xy'+n’y=0
1-x7 1-x

Determinacion de todos los polinomios:
Los polinomios de Tchebycheff se pueden determinar facilmente desde expresiones
simples de recurrencia. Asi, llamando @ = arccosx, se tiene:

T (x)=cos(-n.f)=cos(nd)=T (x)
T . (x)=cos(m+n)d
T, . (x)=cos(m- n)H}
=2cosmBcosnl =21 (x)T (x)—=T .  (x)+T,  (x)=2T (x).T (x)
Yparan=1: T (x)+T, ,(x)=2T (x).I;(x), de donde

=T . (x)+T _ (x)=cos(m+n)d+cos(m—-n)f =

m+n



T (%) = 2T, (x) T} (x) - T, (x)
Expresion recurrente que permite determinar ya todos los polinomios:

T,(x) = cos(0.arccosx) = cos0 =1

1, (x) = cos(l.arccosx) = cos(arccosx) = x

T,(x) = 2xT,(x) - T, (x) = 2x* -1

T,(x) = 2xT,(x) - T,(x) = 4x” = 3x

T,(x) = 2xT,(x) = T, (x) = 2x(4x’ =3x) - 2x” +1=8x" - 8x” +1

Raices:
Las n raices del polinomio T, (x)=cos(narccosx) son los n puntos pertenecientes al

27+1 .
intervalo [-1,1] dados por x; =COS( ‘;+ ]l’), j=0,1,2,....,n-1
: n

En efecto:

T,(x;) = cos(narccosx;) = cos(n.arccos(cos(2] +1 ﬂ))) = cos(n(2é+ 1 ﬂ)) = cos((2j + 1)%) =0

n n

. T , . . .
(ya que (2]+1)5 es un numero impar de veces el primer cuadrante, es decir, es

un numero impar de veces 90°, vy tiene, por tanto, coseno nulo).

3. Ortogonalidad en un intervalo cerrado:

, 1
Resultan ser ortogonales en el intervalo [-1,1] con funcidon de peso , ya

que se verifica que

0 sij=k
1 dx
f T.(x).T,(x)———=1 7/2 sij=k=0
-1/ / 2
I-x x sij=k=0

en efecto:
dx

) _‘1 T,(x).T,(x). NS
-X

_ % [ eos(j+k)8 +cos(j-k)p)d6

= focosje.coske.(—dﬁ) =f:Cosjﬁcosk6.d0 =

T

_ l sen(j+k)o N cos(j—-k)o
j+k j-k

0



dx

NI

sijk: [ T,00.T,(x). =%(0+0)=0

.. . |} dx _ ” 2 . _1 JT . _1 T
sij=k=0:[ T}(x). — = [ cos ]O.de—zfo (1+cos2]0.d0—5f0 do +
+lf”cos2j¢9.d0=10|”+1se”2ﬂ9 Tl

270 2702 2 | 2 20 2

sij=k=0:f_llT02(x). dx =f_1 dx =f”d6=0|”=n
-X

\/l—x2

4, Ortogonalidad en un conjunto discreto de puntos del intervalo [-1,1]:
Si consideramos los n puntos del intervalo que son raices del polinomio 7, (x):

X; = cos(z‘;-lﬂ), j=0,1,2,....,n-1
' n
2j+1

r, j=0,1,2,...,n-1
2n

arccos Xi =

podemos comprobar que los polinomios de Tchebycheff de grado inferior a n son
ortogonales sobre tal soporte:

n-1 n-1
ETp(xj).Tq(xj) = Ecos(parccosxj).cos(qarccosxj) =

J=0 prd
n-l1

= % [cos((p +g)arccos x;) +cos((p — g)arccos xj)] =
j=0

1 2j+1 2j+1 ]
22[ (p+ @)=L ) +cos((p-g) L= m)

n-1
_ %E[cos(z j+D,., +cos2j+ 1), ], siendo ., = p;i 7, ¢, = %n [4.1]
0

Para continuar el proceso de comprobacién de la ortogonalidad, hemos de estudiar,
por tanto, la funcién

@(z) = COS(Z 2j+1 ar), j=0,1,..,n-1
2n

llamando ¢ =zm/2n, se tendra:

2j+1 . 2j+1)gi N\ 2j+
cos| z 7 |=cos(2j+1D)p =real{e® ™"t — Y cos| z
(24t =coni b= reat o) = Son| 22

1 n-1
7[) = realz eI =
n ;
j=0



PRV 200 i , e _1
=real =real|e” ————

290 2 _q

e " -1
- Si ¢* =1 nos encontramos con dos alternativas:

. . 27 . . ; ;
a) que z sea impar: en este caso 2n¢i =2n=—i=zmi — ¢*"" = ¢”™ = -1, quedando:

2n

n-1 . 1 i eV —1
Ecos Z 2j+1 7 | =real|e” 214 ! = —2.reale.— ==-2.real ( ) =
2n e [ 2¢i

j=0 - e’ -1 (e2¢i —1)(e'2¢i _1)
i _ i . _ . .
=—2real e; , 62 = Dreal (cos¢ —iseng) — (cos ¢ + iseng) — 2real 2isend
—et -4l 2-2c0s2¢ 2-2co0s2¢
b) que z sea par: en este caso 2ng¢i = 2n;—ﬂi=zm'—>e2"¢i — ¢ =1, con lo cual:
n

n-1 .
Ecos(z 2]+1ﬂ)=real e¢i};1}=0
=0 2n |

- Si ¢’” =1entonces ha de ser 2¢i = 2kni, 0 sea, ¢ =km — zn/2n=km — z=2nk,
con lo que:

n-1 2] + 1 n-1 ) ) n-1 . ) n-1 o .
Ecos(z J'E) = realz eI realz(e2’¢'.e¢’) = realz(ezﬂ‘m.ekm) =
2n =0 j=0 j=0

= realnz_l(l .(—l)k) =n.(-1)"

En resumen:

U 0 si ¢ =2kn
Ecos(2j+1)¢= .
P n(=1)" si¢=2kn

Con lo que ya podemos terminar de comprobar la ortogonalidad desde [4_1]:

Si p=qg—=>¢,, =p2—-:lqn¢2kny¢p_q=%ﬂ¢2kn, por lo que:

n-1

%E[cos(z J+Dg,., +cos2j+1)g, ,|=0+0=0

0

, 2p __p P-q
Si p=g=0— =—g="m=2kn, ==~ a7=0=2kn (k=0), entonces:
P=q Dpig 2. - > (k=0)

18 , , 1 0 n
Eg[cos(z j+Dg,., +cos2j+1)g, = 5[0 +(=1)".n]= >

Si p=q=0—>¢p+q=20—nﬂ=0=2kn, ¢p_q=20—nn=0=2kn (k=0), resultando:

ln—l ) ) 1 0 0

— cos(2j+1).0+cos(2j+D)O0|=—|(-1D)".n+(=1)" .n|=n
22[(1) 2j+D.0]=Z[=D"n+(-1)n]
en definitiva:



n-1 O p#q
ETp(xj).Tq(xj)= nf2 p=g=0

Jj=0

n p=q=0

5. Ajuste:
a) Ajustando en el intervalo [-1,1] con funcidn de peso 1/\/1—x2 :

Si se pretende ajustar la funcién y= f(x), Vx €[-1,1] mediante una combinacién
lineal de polinomios de Tchebycheff, se tiene para la funcidn de ajuste:

P = D T()

donde hemos de elegir los coeficientes ¢, de modo que sea minimo el error que se
cometa en el ajuste.

Consideremos el error cometido en cada punto del intervalo:

n-1

e(x)=y-p(x)=y- Y¢/T;(x)

j=0

n-1

2
y su cuadrado e(x)’ =(y—zc‘,-7}(x))

Jj=0
La norma euclidiana del vector de errores, al cuadrado, es la suma de los
cuadrados de los errores en todos los puntos del intervalo:

|e|2 =fe(x)2.dx=f(y—n2chj(x)

-1 j=0

.dx

Puesto que la norma euclidiana del vector de errores ha de ser minima para los
coeficientes de la funcidn de ajuste construida, se tendra:

9 lef =0, k=0.1,...n-1
dc,
Por tanto:
9. . o W = 2 AN I [
_|e| = y—zchj(x) .dx=2f y—EC_,T,-(X) — y‘ECjT;‘(X) dx =
dc, ac, v, =0 2 =0 acy Jj=0

= ZJ (y - ichj (x))(‘Tk(x))-dx = 2§Qf T,(x)T, (x).dx — 2} yT,(x)dx =0

Jj=0 j=0 -l

o bien:
n-1 1 1

Ecjij(x)Tk(x).dx=fy.Tk(x)dx

j=0 -1

por lo que, salvo una constante aditiva, es



n-1

¢T, (0T, (x) = y.T,(x)

J
Jj=0

pudiendo expresar, dividiendo por V1-x* ambos miembros:

L

n—

¢;T;(xX)T,(x)

YT (%)

\/l—x2 _\/l—x2

Hg]@@ﬂ%mdx y.T,(x).dx

j=0 -1 \/—X -1 \/1 x’

que, por la ortogonalidad de los polinomios de Tchebychef, es:

~.
I
o

de lo cual, se tiene

=0

2 -1 \ll—x2

1 f(x).T,(x).dx

Ck:;f_1 /1_x2

en definitiva, la funcidn de ajuste resulta ser:

p(x)= E(.Fi%%ggﬁ%Y)
X

T _j<y.Tk(x).dx _0

por tanto:

b) Ajustando sobre las raices del polinomio 7,(x):

Si se pretende ajustar la funcion f(x) mediante una combinacién lineal de n
polinomios de Tchebycheff, T,(x),...,T, ,(x), sobre el soporte dado por las raices del
polinomio 7,(x), se tiene para la funcién de ajuste:

n-1

p(x)=¥¢,T, (%)
h=0
obteniéndose los coeficientes minimizando la norma euclidiana, como en el caso
anterior. El error en cada punto (x,,y,) del soporte es

2
n—1

ek=yk—P<xk>=yk—Echj<xk>%ei=(yk e/T,(x,)

J=0 J=0
n-1
C/T/ (xk
1 Jj=0

n-1 n-1

=2n_l(yk_n240j]}(xk))(_n(xk 220122(&)71(%) 2ZykT(xk) 22 _Z;ykn(%{)%

j=0 k=0

n—1

a ) a n-1 ) n-1 n-1 2 n-1 n-1
a—|e| =— e = " E[ chl.(xk)) =22( EC/T/(xk
G, g

dc, im Ch k=0 =0 k=0 F

1 n-1
-, =n/—2;f(xk).n<xk>



De ser

X, = cos( 21;” JT) —=T,(x,)= cos(h arccos(x, )) = cos(h arccos(cos( 2k+1 n))) =

n 2n

= cos(h 2k +1 JT)
2n

0 sea:

L T

L
v

Funcién de ajuste:

El (xk).Th(xk) =%n2_lf(xk).COS

7 |T,(x)

p(x) = E( Ef( X,).€0

Se observa que cada coeficiente ¢,,h=0,1,....,n-1, depende de n. No se puede

sumar otro término al desarrollo que constituye la funcion de ajuste para ser
mejorado. Todos los coeficientes cambian si alteramos el grado n.
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