EXTENSIONES TRASCENDENTES DE UN CUERPO CARLOS S. CHINEA

EXTENSIONES
TRASCENDENTES DE
UN CUERPO

2.1. Extensiones trascendentes. Base de trascendencia. 1
2.2. El Teorema de los Ceros de Hilbert. 7
2.3. El Teorema de la Normalizacién de Noether. 10
2.4. Nota Bibliografica. 14

DIVULGACION DE LA MATEMATICA EN LA RED MARCHENA, 2003 1




EXTENSIONES TRASCENDENTES DE UN CUERPO CARLOS S. CHINEA

2.1. EXTENSIONES TRASCENDENTES. BASE DE TRASCENDENCIA:

Intentamos precisar aqui el concepto de exten-
sion trascendente de un cuerpo y el de base de
trascendencia, con una elaborada prueba para la
unicidad del cardinal de las bases de trascen-
dencia de la misma extension L/K.

Definicion 2.1.:

Sea L/K una extension de L sobre K y S un subconjunto de L. Se dice que L es
transcendente, o algebraicamente independiente, sobre K, si todos los elementos
de S son trascendentes sobre K, es decir, si siempre que se tenga una relacién de
la forma

0=§a.M(9)=82a0x"

con coeficientes aj| Ky casi todo a; = 0, debe ser necesariamente todo a; = 0.

Se dice que L es extension trascendente sobre K si en L existe un subconjunto S
algebraicamente independiente sobre K.

Sea L una extension trascendente sobre K, y sea Fg la familia de subconjuntos de L
que son trascendentes sobre K. Es claro que F¢,. es no vacia pues, por hipoétesis, L
es transcendente sobre K. Ademas (Fg. | ) es conjunto ordenado y U-inductivo.
Aplicando aqui el Lema de Zorn, Fg_ tiene elementos maximales.

Definicion 2.2:

Un subconjunto S | L algebraicamente independiente sobre K y maximal en (Fi.,
i), se denomina base de trascendencia de L sobre K, vy su cardinal (del que mas
adelante se probara su unicidad) se llama grado de trascendencia, o dimensién, de
L sobre K.

Proposicion 2.1:

Si es S una base de trascendencia de L sobre K, entonces L es algebraico sobre
K(S).

En efecto:

"xI K(S), x es algebraico sobre K(S).
n
si" xI L- K(S), é ax =0 8=0---bP a=0,"a P x es trascendente sobre Kp
i=1
P S no es un conjunto algebraicamente independiente maximal sobre K (pues se
tiene que S= SE{X} también es algebraicamente independiente sobre K vy

contiene estrictamente a S) b contradiccion.
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- e » 0
Entonces, " X|I L- K(S), es x algebraico sobre K(S) y ¢g & .x' =0 b g ! 0+.
ei= o
En definitiva, " Xl L, x es algebraico sobre K(S) b L es extension algebraica de
K(S).

Proposicion 2.2:

Sea L/K una extensiéon trascendente. Entonces dos bases cualesquiera de
trascendencia de L sobre K tienen el mismo cardinal. Si T es un conjunto de
generadores de L sobre K (es decir, L = K(T)) y si S es un subconjunto de T

algebraicamente independiente sobre K, existe una base de trascendencia B de L
sobre K talque Si1 Bi T.

Demostracion:

1. La primera parte: Veamos la igualdad del cardinal de las bases de
transcendencia. Nos ocuparemos primero del caso finito y luego del infinito.

a) El caso finito:
Sean X y W dos bases de transcendencia de la extensiéon L sobre K:
X=4X1, X2, e, Xm¥} Y W =4{w;y, Wo, ..., Wn}

Por ser X base de transcendencia, sus m elementos son el nimero maximo de
elementos trascendentes sobre K; entonces, si consideramos el conjunto

X E{Wl} :{wl,xl,xz,...,xm}
existira un polinomio no idénticamente nulo, f;, con coeficientes en K, tal que

£ (W, X, %0 X,) =0

y w; esta forzosamente en la expresion de f; junto, evidentemente, con algin otro
Xi, por ejemplo, X;.

Consideremos el conjunto K(W,,X,,...,X,)=H,. Se tiene que x1 es algebraico
sobre H1, pues existe el polinomio f1 anterior.

Por construccion, es claro que K(xi, X, ..., %) | Hi(xy), por lo que L, que es
algebraico sobre K(x;, X, ..., Xm) por la proposicion 1, también sera algebraico
sobre H(X1). A su vez, H(xy) es extension algebraica simple de H, luego, en
definitiva, L es algebraico sobre H;.

Se ha encontrado, pues, que el cuerpo L es extension algebraica de la adjuncion
K(W,, X,,...,X,,) = H,. Reiterando el proceso anterior, puede suponerse que se ha

encontrado que L es algebraico sobre la adjuncién

KW, W, ,...; W, X 1., X)) =H | con r<n

r

Entonces, para w;; existe un polinomio f.;, no idénticamente nulo, con
coeficientes en K, tal que
DIVULGACION DE LA MATEMATICA EN LA RED MARCHENA, 2003 3




EXTENSIONES TRASCENDENTES DE UN CUERPO CARLOS S. CHINEA

Fra (W W WG et W X, X, ) = O

Y W1 esta forzosamente en la expresion de f..;, junto con los elementos wy, wo,

.., Wy, los cuales, por ser algebraicamente independientes sobre K implican que
algn % (j=r+1, r+2, ..., n) esta también en la expresion de f..1, sea por ejemplo el
elemento Xr+1.

En tal caso, sera x.+1 algebraico sobre la adjunciéon
Hr+l = K(er+17VV11VV2’---’Wr;Xr+2’---’xm)
Y también sera L extension algebraica de Hy+; .

Si n>m, se puede continuar el proceso y sustituir todas las x por las w hasta
encontrar que L es extension algebraica de la adjuncion K(wy, ws, ..., W), Y en tal
caso sera wn+1 algebraico sobre K(wy, ws, ..., wy) Yy, en particular, W={w1, wy, ...,
wpr} es conjunto algebraicamente dependiente sobre K, lo cual es contradictorio con
que W es una base de trascendencia de la extensién L sobre K.

Luego, ~ (n>m), 0 sea, N0 €s n mayor que m.

Repitiendo el procedimiento, sustituyendo ahora las elementos de W por los de X,
se concluye en que si m > n, entonces no puede ser X una base de trascendencia.

Luego, también se cumple que ~ (m>n), o sea, N0 es m mayor gue n.
Y, de ambas negaciones, n = m. Esto es, card(X) = card(W).
b) EIl caso infinito:

La segunda parte: consideremos ahora el caso en el que alguna de las dos bases de
transcendencia, X y W, es infinita. Sea infinita, por ejemplo, W. Demostraremos
que, entonces, serd necesariamente card(X) 3 card(W). Y por simetria en el
razonamiento seria también card(W) 2 card(X). De lo cual, y en virtud del Teorema
de Schroeder-Berstein:

card(X) 3 card(W)u

P card(X) =card(W)

card(W) 2 card(X)};

Aplicando el proceso descrito en a) se tiene que X es necesariamente infinita, pues
de ser finita X={x1, %, ..., Xm}, Se llegaria a la conclusién de que L es algebraico
sobre K(wi, wz, ..., wy) con lo cual card(W)=m, contra la hipétesis de que es
infinita. Asi, pues, si una de ambas bases es infinita también lo es la otra.

"x 1 X, existe un polinomio no idénticamente nulo, f, con coeficientes en K tal
que f(X, Wi, Wa, ..., W) = 0. Sea Wy = {wy, Wo, ..., Wy } | W la familia finita de
elementos de W que interviene con x en el polinomio f. Consideremos el conjunto
uniéon C = U{w,/xl X}. Ciertamente, C i W y probaremos que C = W.

sidwil X/wi C, seaw =W - {w} b L es algebraico sobre K(W) y satisface al
polinomio no idénticamente nulo f, con coeficientes en K (por ser W
algebraicamente independiente sobre K) pertenece a K(W) y satisface al polinomio f
y en el que interviene necesariamente junto con w algun otro wi de W. Luego, no
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es W algebraicamente independiente sobre K, lo que es contradictorio con la
hipotesis de partida. Luego, ha de cer C = W.

Sea A = {WX /x1 X} la familia de partes finitas de W de las que dependen los

elementos de X; en A ha de haber infinitos elementos distintos pues de haber un
nuamero finito, como cada parte Wy es finita, resultaria que C = W no seria infinita.

La aplicacion f: X ® A definida por la condicion:
"x1T X, f(X) =W,

es suprayectiva (aunque en general no inyectiva, pues puede que Wy = W,, x ! vy),
de lo cual se deduce de nuevo que es X infinita y que card(X) 3 card(A).

De teoria de conjuntos sabemos que si A es infinito, entonces card(AxA) = card(A).

También sabemos que W puede ser dotado de un buen orden (por axioma de
Zermelo). Considerando la sucesiéon numerable infinita {wi, w», ...} que siempre
existe, puede construirse la aplicacion

H:W ® AxA
definida por:

"wi W, hw)=W,w,)

X

Al menos existe una aplicacion h, y, por axioma de eleccion, del conjunto de las
que cumplen tal propiedad puede ser elegida una. En cuanto a W, puede
seleccionarse del modo siguiente:

Sies W, :{W1 Ew, £...£w, £...£Wn} y se tiene que wy, = w; , haremos

entonces wy = w; = {wy, W2, ..., W} con w; i-esimo elemento de la anterior sucesion
numerable.

La aplicacién h es inyectiva, por lo que:
Card(A) = card(AxA) 3 card(W)
y de ser también Card(X) 3 card(A) se extrae, finalmente, Card(X) 3 card(W)

con lo cual se completa la demostracion.

2. Pasamos a probar la segunda parte de la proposicion:

Para demostrar que existe B/S | B I T, consideremos la familia F de partes de K tal
que una parte cualquiera H de esta familia sea algebraicamente independiente
sobre Ky se cumpla S | H [ T. Esta familia no es vacia, pues al menos S 1 F. El
conjunto ordenado (F, | ) es trivialmente U-inductivo y, por el lema de Zorn, admite
al menos un elemento maximal B, por hipétesis algebraicamente independiente
sobre K, y tal que S | B I T, y, por la proposicion 1, "X | T, x es elemento

algebraico sobre K(B). Veamos que B es una base de trascendencia:

Puesto que T es sistema de generadores de K, "s1 K, tal que s1 B sera:
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s=8 a, x'™, con casi todo a; = 0
xI'T

Considerando el conjunto X ={x1 T /x interviene en la exp res. anterior}
se tiene que X es un conjunto finito y A = K(B)(X) es una extensioén finita de K(B)
ya que cada x 1 X es algebraico sobre K(B), por lo que A es una extension
algebraica de K(B). Al ser s algebraico sobre A, serd también algebraico sobre K(B),
por lo cual B' = BU {s} es algebraicamente dependiente sobre K, lo cual implica
que es B familia algebraicamente independiente maximal en K, o base de
trascendencia.
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2.2. EL TEOREMA DE LOS CEROS DE HILBERT:

Dada una extension L sobre K estudiamos en este
apartado en qué condiciones ciertos elementos
del cuerpo L son o no trascendentes sobre K. Es
preciso considerar los elementos generadores del
cuerpo K y también los ideales del anillo K[x1, Xp,

eeer Xnl-

Se definen los conceptos de cuerpo algebraica-
mente cerrado y de clausura algebraica de un
cuerpo hasta obtener el Teorema de Hilbert, que
establece que si un polinomio se anula para todo
cero de un cierto ideal, una determinada potencia
del mismo pertenece a dicho ideal.

Definicién 2.3:

Dado un cuerpo conmutativo, K, y un ideal, a, del anillo A=K[X, X, ..., X] de los
polinomios, se llama cero de este ideal sobre una extensiéon L/K a todo punto

e.e,...,e)T L
en el que todos los polinomios del ideal a toman valor cero.

Al ser K cuerpo, el anillo A=K[x;, Xz, ..., %] es noetheriano, es decir, con sus
ideales engendrados por bases finitas. Por tanto, el ideal a tendra una base finita.

a=(f,f,,...,f,), con £ 1 A

para que (q, e, ...,en)l L" sea un cero de de a es condicién necesaria y
suficiente que los r polinomios f;, fo, ..., f, tomen en este punto el valor cero.

Proposicion 2.3:

Si un dominio de integridad L = K[a;, az, ..., a,] sobre K es un cuerpo, los
generadores a;, az, ..., an son algebraicos sobre K.
En efecto:

usamos induccién completa:

a) es cierta la proposicién para n = 1, ya que si Ly = K[a;] es cuerpo ha de ser a;
algebraico sobre K, pues de lo contrario seria trascendente y se tendria:

por una parte K[al] » K[X]/ m = K[X] p K[X] » K[al]
por otra K(al) = {h,(a,) 7 h,(a,) : h,(x), h,(x) T K[x]} p K(a) » K[a,]
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y siendo K(X) * K[x] P K(a;) * K[a1], es decir, K[a1] es isomorfo al anillo K[x] y es
distinto al minimo cuerpo que contiene a x y a a; P K[a;] no es cuerpo b
contradiccion.

Luego, a; es elemento algebraico sobre K.

b) Sea cierta la proposicién para n - 1, o sea, si Ly.1 = K[a;, a2, ..., an-1] €S cuerpo,
entonces, a;, az, ..., an-1 Son algebraicos sobre K. Probemos que en tal caso la
proposiciéon también es cierta para n, esto es, también si L, =K[a;, az, ..., a,] es
cuerpo los elementos a,, a,, ..., a, son algebraicos sobre K.

Puesto que L es cuerpo, K(a,) | L b K(an)[ai, as, ..., an-1] | K[ai, az, ..., an ]J=L

Ademésy K[an] i K(an) p K[an][a].! a21 LR ] an-l] = L |’ K(an)[al, a21 CERR] an-l]

de ambas inclusiones: L = K[an][a1, a2, --., an-1]

Llamaremos K al cuerpo adjuncién K(a,), o sea, haremos K' = K(a,), con lo cual

expresaremos L = K'[a;, as, ..., an-1].

Se tiene, pues, que L es dominio de integridad y es cuerpo y ademas, por hipdtesis
recurrente en la induccidén, son a;, a,, ..., a,.1 elementos algebraicos sobre K'. Si
probamos que g, es también algebraicos sobre K quedard probado que todos los
elementos a;, az, ..., an son algebraicos sobre el cuerpo K.

Al ser los a; (& = 1, 2, ..., n-1) algebraicos sobre K' satisfaran respectivas
ecuaciones f(x) = 0, con coeficientes en K', coeficientes que seran, pues, de la

forma hl(a“% (an)donde h, h son polinomios de K[x]. Multiplicando cada f(x)
2

por el m.c.m. de los polinomios denominadores obtendriamos un nuevo polinomio,
que también llamaremos f(x), y es tal que sus coeficientes, que ahora estan en
K[an], son primos entre si, considerados como polinomios del anillo K[x].

Sea ci(x) el polinomio de K[x] correspondiente al coeficiente director de fi(x) (i = 1,
2, ..., 1), ysea p(xX) = c1(X). ... .ch-1(X). Es claro que al ser ci(an) * 0O, i=1,2, ...,
n-1, se tendra p(a,) * O.

Llamaremos b; = p(an).a; i = 1, 2, ..., n-1). Multiplicando cada f;(x) por

p(an)nl Ci(an), con n; = grado de fj(x), resulta el polinomio:
p(a,)" Ci(an).fi(x) =p(a,)" x" +p(a)"x"t+...+c,(@)=0
haciendo la sustitucion X = p(a,).X , sera:
XM+ X"+ +c,(@,)=0

ecuacion que queda satisfecha por los b; = p(an).a;. Es decir, los by, by, ..., by.1 son
elementos enteros algebraicos sobre K[an].

Ademas, para todo elemento f(a;,a,,...,a,)] L, sir es el grado de f respecto a los
ai, az, ..., an-1, tenemos que
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(p@@)"-f (a2, ....a,) = g(by,b,,..b, 1, a,)

donde g(b,,b,,...,b, ;,a,) tiene ahora sus coeficientes en K[a,]. Como el conjunto
de los enteros algebraicos sobre K[a,] que estan en L es un superanillo de K[an],
esto implica que g(b;,b,,...,b, ;,a,) es entero algebraico sobre K[an].

Todo elemento j (a,)T K(a,) verifica, segan esto, que

(p@)'i (@) =g(b.b, b, 1,a,),

donde g, que pertenece también a K(a,) es entero algebraico sobre K[a;].

Si a, fuese trascendente sobre K entonces K(a,) » K(X) y el elemento g = 9,

9,
donde g y g> son dos polinomios en a, primos entre si. Como g es algebraico sobre
K[a,] se verificaria una ecuacion

n 1

9, 9 28, Qn = 1
§ gzb+slg %5 +..+s, =0, donde los § | K[an]

Multiplicando por 92n resultara (ya que trabajamos en estructuras isomorfas a K(x)

y K[x]) que @ divide a g, lo cual implica que g, es una unidad y a su vez se tiene
que P g,1 K, gl K[an]. Entonces, tenemos que

. N : a,
i (@)1 K(a,). § (@) =28
(n(a,))
pero esto no es posible, pues tomando por ejemplo:
e
a)=
o) e
nunca sera
e _ 9(&)

pa)+e (pa,))

pues ello significaria que

p(X)" = g(X)-(p(x) +e€)

Lo cual no es posible en K[x].

De esto se deduce, por tanto, que suponer a a, trascendente sobre K lleva a una
contradiccion.

Luego, es a, algebraico sobre K, con lo cual se tiene que todos los a;, az, ..., a; son
algebraicos sobre K y la proposicion queda probada.
Definicion 2.4:

Un cuerpo K es algebraicamente cerrado si todo polinomio K[x] tiene sus ceros en
K.
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Se llama clausura algebraica de un cuerpo K, abreviadamente K, a una extension
algebraica de K, que sea algebraicamente cerrada.
Proposicion 2.4:

Dado un cuerpo K, todo ideal a del anillo A=K[x1, X, ..., X] tiene al menos un cero
en V, extension algebraicamente cerrada de K.

En efecto:
Todo ideal a distinto de (e) = A, esta contenido en un ideal maximal m. Por tanto
nos limitaremos a probar la proposicion para m. Puesto que a | m, todo cero de a

es también cero de m.

Si es m maximal P m maximal y m con elemento unidad P A/m cuerpo.

Sea aiT A/m la clase que contiene al polinomio g(xi1, %, ..., %). En virtud del

homomorfismo A ® A/m, el polinomio g(X;, X, ..., X,) esta en la clase g(a:, az, ...,
an), por lo cual

Alm= K[xl,xz,...,xn]

es decir, A/m es cuerpo y dominio integro, luego, por la proposicion anterior, los
elementos a;, a,, ..., a, son algebraicos sobre K.

Pueden, entonces, ser tomados los ai como elementos de la clausura algebraica, K ,
del cuerpo K (K I V), es decir, como elementos de un cuerpo algebraicamente
cerrado que es extension algebraica de K. Esto implica que

" (X, X, %) M, f(a,a,,..,a,)=0
Puesto que m es el nucleo del homomorfismo A ® A/m.

En consecuencia, (a;, az, ..., ap) €s un cero de m.

Corolario a la proposicion 2.4 (Teorema de los ceros de Hilbert):

Si un polinomio f 1 K[Xl,...,xn] se anula para todo cero del ideal a sobre una
extension algebraicamente cerrada V de K, existe un exponente p tal que

fP1a=(f.f,....f)
En efecto:

Sea el anillo D = K[xl,xz,...,xn,u] donde u es una indeterminada mas. Se tiene que

el ideal b= (fl, e, £ 0 u.f) no admite ningun cero en V. Tal ideal es, segun
proposiciéon 2.4., el ideal unidad (¢) = D y por consiguiente existiran polinomios
h,h,,..h,h, 1 D tales que
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e=h.f, +h,.f,+..+h.f, +h . (e- u.f)

dando a u el valor:
e

u=——p e-uf=0
f (X, X,)

con lo cual sera

e = h.f,+h,.f, +..+h_f,
multiplicando ahora por f°:

fP=fPh.f+..+ fPh.f

O sea:

fP=q.f +..+q,.f,

con 1os G (%, %0 X, )T A= K[X, %100 X ]

Luego, finalmente:

fP1a=(f.f,...f)
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2.3. EL TEOREMA DE LA NORMALIZACION DE NOETHER:

Establecemos aqui la definicion de entero sobre
un anillo de polinomios y el teorema de Noether,
que define la condicibn para que un dominio
integro sea entero sobre un cierto dominio de
polinomios.

Definicion 2.5:

Un elemento x se dice que es entero sobre K[xi, ..., X,] si se verifica una ecuaciéon
de la forma

x" +c, X" t+...+cx+c, =0

Donde C; i K[Xl,...,Xn], (i=01....,')n-1

Se dira que el conjunto A es entero sobre K[Xl,...,xn] si "x1 A, x es entero

sobre K[Xl,...,xn].

Proposicion 2.5 (Teorema de la Normalizacién de Noether):

Sea K[X] = K[Xl,...,Xn] un dominio de integridad de generaciéon finita sobre un
cuerpo K, y sea r el grado de trascendencia de K(x) sobre K. Existen elementos vy,
.., yren K XJ tales que K[XJ es un anillo entero sobre K[y] = K[yl,...,yr].

En efecto:
Si los %1, ..., Xy son ya trascendentes sobre K la proposiciéon queda probada, pues
son los mismos X, ..., X Y los elementos y;, ..., Yy, propuestos.
Si todos los %, ..., % no son trascendentes sobre K, existird una relacién de la
forma
2 i1 in — N 1
aax.x'=0 al K, a0
extendida a un ndmero finito de n-plas distintas de enteros (ji, ..., jn)-
Sean los enteros positivos ml,...,mnT Z", y hagamos
— m;
Yo =% - X
_ m
Ys=%- X ’
e mn
yn - Xn - Xl

si sustituimos X =Y, + )(lmi (i :2,...,n) en la relacion anterior, se tiene:
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a aJ.><1"1(y2 +xl"‘l)jz(y3+)(1"’3)'-3...(yn +x1m”)j" =0, a1 K, 810

O sea:

é ajxli1+m2j2+...+mnjn + f(xiiyZ""’yn):O’ aT K’ aJ 10

J

si lamamos, con notacién vectorial:

(1)= Gy Bn)r - (M) =(1m,,...;m,)

seria:
i+ my 4o+ jom, = (j)(m)

con lo cual expresaremos:
2 ()(m) — N
aax " +1(x,y,..¥,)=0 al K, a0

donde es f un polinomio en el cual no aparecen monomios de la forma cx*, cl K, y
es tal que su grado respecto de x; es menor que (j)(m), para alguno de los j.

Eligiendo ahora un entero d tal que
(m)=(Ld,d?,....d")

si d es suficientemente grande, como es finito el nUmero de polinomios de la forma

p(x) = (jl- ]1) + (]2 - jz')x+...+ (jn - jn')X”'ltaIes que &, T K, ato
resultara que (j).(m) * O, y todos distintos para las j tales que a; * O
Esto implica que x1 verificara una ecuacion de la forma

x°+c  x ' +..+c, =0

donde los ¢ 1 K[yl,yz,...,yn]. Es decir, que x1 es entero sobre K[y21,...,yn].

Puesto que cada Xi(i:ZLZ,...,n) es entero sobre K[xl,yz,...,yn] ya que

X =Y, +x1mi , esto implica que K[X] es un anillo entero sobre K[yz,...,yn].

Cabe ahora proceder por induccién, utilizando la transitividad de las extensiones
enteras para disminuir el nidmero de elementos y hasta llegar a un conjunto de
ellos que sean algebraicamente independientes.
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