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2.1.  EXTENSIONES TRASCENDENTES. BASE DE TRASCENDENCIA: 
 

Intentamos precisar aquí el concepto de exten-
sión trascendente de un cuerpo y el de base de 
trascendencia, con una elaborada prueba para la 
unicidad del cardinal de las bases de trascen-
dencia de la misma extensión L/K. 

 
 
Definición 2.1: 
 
Sea L/K una extensión de L sobre K y S un subconjunto de L. Se dice que L es 
transcendente, o algebraicamente independiente, sobre K, si todos los elementos 
de S son trascendentes sobre K, es decir, si siempre que se tenga una relación de 
la forma 
 

∑ ∑ ∏
∈

==
Sx

xi
iii xaSMa )()(.0  

 
con coeficientes   ai ∈ K y casi todo ai = 0, debe ser necesariamente todo ai = 0. 
 
Se dice que L es extensión trascendente sobre K si en L existe un subconjunto S 
algebraicamente independiente sobre K. 
 
Sea L una extensión trascendente sobre K, y sea FKL la familia de subconjuntos de L 
que son trascendentes sobre K. Es claro que FKL es no vacía pues, por hipótesis, L 
es transcendente sobre K.  Además (FKL, ⊆) es conjunto ordenado y U-inductivo. 
Aplicando aquí el Lema de Zorn, FKL tiene elementos maximales. 
 
Definición 2.2: 
 
Un subconjunto S ⊆ L algebraicamente independiente sobre K y maximal en (FKL, 

⊆), se denomina base de trascendencia de L sobre K,  y su cardinal (del que más 
adelante se probará su unicidad) se llama grado de trascendencia, o dimensión, de 
L sobre K. 
 
Proposición 2.1: 
 
Si es S una base de trascendencia de L sobre K, entonces L es algebraico sobre 
K(S). 
 
En efecto: 
 

),(SKx ∈∀ x es algebraico sobre K(S). 

Si ⇒∀=⇒==−∈∀ ∑
=

iii

n

i

i
i aaaxaSKLx ,00,0.),(

1

L x es trascendente sobre K⇒ 

⇒ S no es un conjunto algebraicamente independiente maximal sobre K (pues se 
tiene que { }xSS ∪='  también es algebraicamente independiente sobre K y 
contiene estrictamente a S)  ⇒  contradicción. 
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Entonces, )(SKLx −∈∀ , es x algebraico sobre K(S) y 

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En definitiva, ,Lx ∈∀  x es algebraico sobre K(S) ⇒ L es extensión algebraica de 
K(S). 
 
 
Proposición 2.2: 
 
Sea L/K una extensión trascendente. Entonces dos bases cualesquiera de 
trascendencia de L sobre K tienen el mismo cardinal. Si T es un conjunto de 
generadores de L sobre K (es decir, L = K(T)) y si S es un subconjunto de T 
algebraicamente independiente sobre K, existe una base de trascendencia B de L 
sobre K tal que S ⊆ B ⊆ T. 
 
Demostración: 
 

1. La primera parte: Veamos la igualdad del cardinal de las bases de 
transcendencia. Nos ocuparemos primero del caso finito y luego del infinito.  

 
a) El caso finito: 

 
Sean X y W dos bases de transcendencia de la extensión L sobre K: 
 

X = {x1, x2, …, xm}   y  W = {w1, w2, ..., wn} 
 
Por ser X base de transcendencia, sus m elementos son el número máximo de 
elementos trascendentes sobre K; entonces, si consideramos el conjunto 
 

{ } { }mxxxwwX ,...,,, 2111 =∪  

 
existirá un polinomio no idénticamente nulo, f1,  con coeficientes en K, tal que  
 

0),...,,,( 2111 =mxxxwf  

 
y w1 está forzosamente en la expresión de f1 junto, evidentemente, con algún otro 
xi, por ejemplo, x1. 
 
Consideremos el conjunto 121 ),...,,( HxxwK m = . Se tiene que x1 es algebraico 

sobre H1, pues existe el polinomio f1 anterior. 
 
Por construcción, es claro que K(x1,  x2, ..., xm) ⊆ H1(x1), por lo que L, que es 
algebraico sobre K(x1, x2, ..., xm) por la proposición 1, también será algebraico 
sobre H1(x1). A su vez, H1(x1)  es extensión algebraica simple de H1, luego, en 
definitiva, L es algebraico sobre H1. 
 
Se ha encontrado, pues, que el cuerpo L es extensión algebraica de la adjunción 

121 ),...,,( HxxwK m = . Reiterando el proceso anterior, puede suponerse que se ha 

encontrado que L es algebraico sobre la adjunción  
 

rmrr HxxwwwK =+ ),...,,,...,,( 121  con r<n 

 
Entonces, para wr+1  existe un polinomio fr+1 , no idénticamente nulo, con 
coeficientes en K, tal que 
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( ) 0,...,;,...,,, 12111 =+++ mrrrr xxwwwwf  

 
y wr+1  está forzosamente en la expresión de fr+1 , junto con los elementos w1, w2, 
..., wr, los cuales, por ser algebraicamente independientes sobre K implican que 
algún xj (j=r+1, r+2, ..., n) está también en la expresión de fr+1 , sea por ejemplo el 
elemento xr+1 . 
 
En tal caso, será xr+1  algebraico sobre la adjunción 
 

( )mrrrr xxwwwwKH ,...,;,...,,, 22111 +++ =  
 
Y también será L extensión algebraica de Hr+1 . 
 
Si n>m, se puede continuar el proceso y sustituir todas las xi por las wi hasta 
encontrar que L es extensión algebraica de la adjunción K(w1, w2, ..., wm), y en tal 
caso será wm+1  algebraico sobre K(w1, w2, ..., wn) y, en particular, W={w1, w2, ..., 
wn} es conjunto algebraicamente dependiente sobre K, lo cual es contradictorio con 
que W es una base de trascendencia de la extensión L sobre K. 
 
Luego, ∼ (n>m), o sea, no es n mayor que m. 
 
Repitiendo el procedimiento, sustituyendo ahora las elementos de W por los de X, 
se concluye en que si m > n, entonces no puede ser X una base de trascendencia. 
 
Luego, también se cumple que  ∼ (m>n), o sea, no es m mayor que n. 
 
Y, de ambas negaciones, n = m. Esto es, card(X) = card(W). 
 

b) El caso infinito: 
 
La segunda parte: consideremos ahora el caso en el que alguna de las dos bases de 
transcendencia, X y W, es infinita. Sea infinita, por ejemplo, W. Demostraremos 
que, entonces, será necesariamente card(X) ≥ card(W). Y por simetría en el 
razonamiento sería también card(W) ≥ card(X). De lo cual, y en virtud del Teorema 
de Schröeder-Berstein: 
 

)()(
)()(

)()(
WcardXcard

XcardWcard

WcardXcard
=⇒





≥
≥

 

 
Aplicando el proceso descrito en a) se tiene que X es necesariamente infinita, pues 
de ser finita X={x1, x2, ...,xm}, se llegaría a la conclusión de que L es algebráico 
sobre K(w1, w2, ..., wm) con lo cual card(W)=m, contra la hipótesis de que es 
infinita. Así, pues, si una de ambas bases es infinita también lo es la otra. 
 

,Xx ∈∀  existe un polinomio no idénticamente nulo, f, con coeficientes en K tal 
que f(x, w1, w2, ..., wr) = 0. Sea Wx = {w1, w2, ..., wr }  ⊆  W la familia finita de 
elementos de W que interviene con x en el polinomio f. Consideremos el conjunto 
unión C = U{wx/x∈X}. Ciertamente, C ⊆ W y probaremos que  C = W. 
 
Si ,/ CwXw ∉∈∃  sea W' = W - {w} ⇒ L es algebraico sobre K(W) y satisface al 
polinomio no idénticamente nulo f, con coeficientes en K (por ser W 
algebraicamente independiente sobre K) pertenece a K(W) y satisface al polinomio f 
y en el que interviene necesariamente junto con w algún otro wi de W. Luego, no 
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es W algebraicamente independiente sobre K, lo que es contradictorio con la 
hipótesis de partida. Luego, ha de cer C = W. 
 
 Sea { }XxwA x ∈= /  la familia de partes finitas de W de las que dependen los 
elementos de X; en A ha de haber infinitos elementos distintos pues de haber un 
número finito, como cada parte Wx es finita, resultaría que C = W no sería infinita. 
 
La aplicación f: X → A definida por la condición: 
 

xWxfXx =∈∀ )(,  
 
es suprayectiva (aunque en general no inyectiva, pues puede que Wx = Wy, x ≠  y), 
de lo cual se deduce de nuevo que es X infinita y que card(X) ≥ card(A). 
 
De teoría de conjuntos sabemos que si A es infinito, entonces card(AxA) = card(A). 
 
También sabemos que W puede ser dotado de un buen orden (por axioma de 
Zermelo). Considerando la sucesión numerable infinita {w1,  w2, ...} que siempre 
existe, puede construirse la aplicación 
 

H:W   →   AxA 
definida por: 

( )yxx WWwhWw ,)(, =∈∀  

 
Al menos existe una aplicación h, y, por axioma de elección, del conjunto de las 
que cumplen tal propiedad puede ser elegida una. En cuanto a Wy puede 
seleccionarse del modo siguiente: 
 
Si es { }nix wwwwW ≤≤≤≤≤= ......21  y se tiene que wx = wi , haremos 
entonces wy = wi = {w1, w2, ..., wi} con wi i-esimo elemento de la anterior sucesión 
numerable.  
 
La aplicación h es inyectiva, por lo que:  
 
                                  Card(A) = card(AxA) ≥ card(W) 
 
y de ser también Card(X) ≥ card(A)  se extrae, finalmente,  Card(X) ≥ card(W) 
 
con lo cual se completa la demostración. 
 
 
 

2. Pasamos a probar la segunda parte de la proposición: 
 
Para demostrar que existe B/S ⊆ B ⊆ T, consideremos la familia F de partes de K tal 
que una parte cualquiera H de esta familia sea algebraicamente independiente 
sobre K y se cumpla S ⊆ H ⊆ T. Esta familia no es vacía, pues al menos S ∈ F. El 
conjunto ordenado (F, ⊆) es trivialmente U-inductivo y, por el lema de Zorn, admite 
al menos un elemento maximal B, por hipótesis algebraicamente independiente 
sobre K, y tal que S ⊆ B ⊆ T, y, por la proposición 1, ,Tx ∈∀  x es elemento 

algebraico sobre K(B). Veamos que B es una base de trascendencia: 
 
Puesto que T es sistema de generadores de K, ,Ks ∈∀  tal que Bs ∉  será: 
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,)(∑ ∏
∈

=
Tx

xi
i xas  con casi todo ai = 0 

Considerando el conjunto { }anteriorreslaenervienexTxX .expint/∈=  
se tiene que X es un conjunto finito y A = K(B)(X) es una extensión finita de K(B) 
ya que cada x ∈ X es algebraico sobre K(B), por lo que A es una extensión 
algebraica de K(B). Al ser s algebraico sobre A, será también algebraico sobre K(B), 
por lo cual B' = B U {s} es algebraicamente dependiente sobre K, lo cual implica 
que es B familia algebraicamente independiente maximal en K, o base de 
trascendencia. 
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2.2.  EL TEOREMA DE LOS CEROS DE HILBERT: 
 
 

Dada una extensión L sobre K estudiamos en este 
apartado en qué condiciones ciertos elementos 
del cuerpo L son o no trascendentes sobre K. Es 
preciso considerar los elementos generadores del 
cuerpo K y también los ideales del anillo K[x1, x2, 
..., xn]. 
 
Se definen los conceptos de cuerpo algebraica-
mente cerrado y de clausura algebraica de un 
cuerpo hasta obtener el Teorema de Hilbert, que 
establece que si un polinomio se anula para todo 
cero de un cierto ideal, una determinada potencia 
del mismo pertenece a dicho ideal. 

 
 
Definición 2.3: 
 
Dado un cuerpo conmutativo, K, y un ideal, α, del anillo A=K[x1, x2, ..., xn] de los 
polinomios, se llama cero de este ideal sobre una extensión L/K a todo punto  
 

( ) n
n L∈εεε ...,,, 21  

 
en el que todos los polinomios del ideal α toman valor cero.  
 
Al ser K cuerpo, el anillo A=K[x1, x2, ..., xn] es noetheriano, es decir, con sus 
ideales engendrados por bases finitas. Por tanto, el ideal α tendrá una base finita. 
 

( ) Afconfff ir ∈= ,,...,, 21α  
 
para que ( ) n

n L∈εεε ...,,, 21  sea un cero de de α es condición necesaria y 
suficiente que los r polinomios f1, f2, ..., fr tomen en este punto el valor cero. 
 
 
Proposición 2.3: 
 
Si un dominio de integridad L = K[a1, a2, ..., an] sobre K es un cuerpo, los 
generadores a1, a2, ..., an son algebraicos sobre  K. 
 
En efecto: 
 
usamos inducción completa: 
 
a) es cierta la proposición para n = 1, ya que si L1 = K[a1] es cuerpo ha de ser a1 

algebraico sobre K, pues de lo contrario sería trascendente y se tendría: 
 
por una parte [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]11 aKxKxKmxKaK ≈⇒=≈ /   
 
por otra [ ]{ }xKxhxhahahaK ∈= )(),(:)(/)()( 2122111  ⇒ [ ].)( 11 aKaK ≈  
 



EXTENSIONES TRASCENDENTES DE UN CUERPO                                           CARLOS S. CHINEA 

DIVULGACION DE LA MATEMÁTICA EN LA RED                                            MARCHENA, 2003 8

y siendo K(x) ≠ K[x] ⇒K(a1) ≠ K[a1], es decir, K[a1] es isomorfo al anillo K[x] y es 
distinto al mínimo cuerpo que contiene a x y a a1 ⇒ K[a1] no es cuerpo ⇒ 
contradicción. 
 
Luego, a1 es elemento algebraico sobre K. 
 
b) Sea cierta la proposición para n - 1, o sea, si Ln-1 = K[a1, a2, ..., an-1] es cuerpo, 

entonces, a1, a2, ..., an-1   son algebraicos sobre K. Probemos que en tal caso la 
proposición también es cierta para n, esto es, también si Ln =K[a1, a2, ..., an] es 
cuerpo los elementos a1, a2, ..., an   son algebraicos sobre K. 

 
Puesto que L es cuerpo, K(an) ⊆ L ⇒ K(an)[a1, a2, ..., an-1] ⊆ K[a1, a2, ..., an ]= L 
 
Además, K[an] ⊆ K(an) ⇒ K[an][a1, a2, ..., an-1] = L ⊆ K(an)[a1, a2, ..., an-1] 
 
de ambas inclusiones:  L = K[an][a1, a2, ..., an-1] 
 
Llamaremos K' al cuerpo adjunción K(an), o sea, haremos K' = K(an), con lo cual 
expresaremos L = K'[a1, a2, ..., an-1]. 
 
Se tiene, pues, que L es dominio de integridad y es cuerpo y además, por hipótesis 
recurrente en la inducción, son a1, a2, ..., an-1 elementos algebraicos sobre K'. Si 
probamos que an es también algebraicos sobre K quedará probado que todos los 
elementos a1, a2, ..., an  son algebraicos sobre el cuerpo K. 
 
Al ser los ai (ai = 1, 2, ..., n-1) algebraicos sobre K' satisfarán respectivas 
ecuaciones fi(x) = 0, con coeficientes en K', coeficientes que serán, pues, de la 

forma )(
)(

n

n
ah

ah
2

1 donde h1,  h2 son polinomios de K[x]. Multiplicando cada fi(x) 

por el m.c.m. de los polinomios denominadores obtendríamos un nuevo polinomio, 
que también llamaremos fi(x), y es tal que sus coeficientes, que ahora están en 
K[an], son primos entre sí, considerados como polinomios del anillo K[x]. 
 
Sea ci(x) el polinomio de K[x] correspondiente al coeficiente director de fi(x)  (i = 1, 
2, ..., n-1), y sea p(x) = c1(x). ... .cn-1(x). Es claro que al ser c i(an) ≠ 0, i=1,2, ..., 
n-1, se tendrá p(an) ≠ 0. 
 
Llamaremos bi = p(an).ai  (i = 1, 2, ..., n-1). Multiplicando cada fi(x) por 

)(
)(

ni

n
n

ac
ap i

, con ni = grado de fi(x), resulta el polinomio: 

 

011 =+++= −− )(...)()()(.)(
)(

noi
nn

n
nn

ni
ni

n
n acxapxapxfac

ap iiii
i

 

  
haciendo la sustitución xapX n).(= , será: 
 

00
1 =+++ − )(... ni

nn acXX ii  

 
ecuación que queda satisfecha por los bi = p(an).ai.  Es decir, los b1, b2, ..., bn-1 son 
elementos enteros algebraicos sobre K[an]. 
 
Además, para todo elemento Laaaf n ∈),...,,( 21 , si r es el grado de f respecto a los 

a1, a2, ..., an-1, tenemos que  
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( ) ),,...,,(),...,,(.)( 12121 nnn

r

n abbbgaaafap −=  
 
donde ),,...,,( 121 nn abbbg −  tiene ahora sus coeficientes en K[an]. Como el conjunto 

de los enteros algebraicos sobre K[an] que están en L es un superanillo de K[an], 
esto implica que ),,...,,( 121 nn abbbg −  es entero algebraico sobre K[an]. 

 
Todo elemento )()( nn aKa ∈ϕ  verifica, según esto, que 

( ) ),,...,,()(.)( 121 nnn

r

n abbbgaap −=ϕ , 

 
donde g, que pertenece también a K(an) es entero algebraico sobre K[a1]. 
 

Si an fuese trascendente sobre K entonces )()( xKaK n ≈  y el elemento 
2

1
g

gg =  

donde g1 y g2 son dos polinomios en an primos entre sí. Como g es algebraico sobre 
K[an] se verificaría una ecuación 
 

,0...
1

2

1
1

2

1 =++


+



−

n

nn

sg
gsg

g   donde los [ ]ni aKs ∈  

Multiplicando por ng 2  resultará (ya que trabajamos en estructuras isomorfas a K(x) 

y K[x]) que g2  divide a g1, lo cual implica que g2 es una unidad y a su vez se tiene 
que [ ]naKgKg ∈∈⇒ ,2 . Entonces, tenemos que 

( ) ( ) ( )
( )r

n

n
nnn

ap

ag
aaKa

)(

)(
, =∈∀ ϕϕ  

pero esto no es posible, pues tomando por ejemplo: 

eap

e
a

n

n +
=

)(
)(ϕ  

nunca será 

( )r

n

n

n ap

ag

eap
e

)(

)(
)(

=
+

  

pues ello significaría que 
 

( )expxgxp r += )().()(  
Lo cual no es posible en K[x]. 
 
De esto se deduce, por tanto, que suponer a an trascendente sobre K lleva a una 
contradicción. 
 
Luego, es an algebraico sobre K, con lo cual se tiene que todos los a1, a2, ..., an son 
algebraicos sobre K y la proposición queda probada. 
 
 
Definición 2.4: 
 
Un cuerpo K es algebraicamente cerrado si todo polinomio K[x] tiene sus ceros en 
K. 
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Se llama clausura algebraica de un cuerpo K, abreviadamente K , a una extensión 
algebraica de K, que sea algebraicamente cerrada. 
 
 
Proposición 2.4: 
 
Dado un cuerpo K, todo ideal α del anillo A=K[x1, x2, ..., xn] tiene al menos un cero 
en V, extensión algebraicamente cerrada de K. 
 
En efecto: 
 
Todo ideal α distinto de (e) = A, está contenido en un ideal maximal m. Por tanto 
nos limitaremos a probar la proposición para m. Puesto que α ⊆ m, todo cero de α 
es también cero de m.  
 
Si es m maximal ⇒ m maximal y m con elemento unidad ⇒ A/m cuerpo. 
 
Sea mAa i /∈  la clase que contiene al polinomio g(x1,  x2, ..., xn). En virtud del 

homomorfismo A → A/m, el polinomio g(x1, x2, ..., xn) está en la clase g(a1, a2, ..., 
an), por lo cual 
 

[ ]nxxxKmA ,...,,/ 21=  

 
es decir, A/m es cuerpo y dominio íntegro, luego, por la proposición anterior, los 
elementos a1, a2, ..., an son algebraicos sobre K. 
 

Pueden, entonces, ser tomados los ai como elementos de la clausura algebraica, K , 
del cuerpo K ( )VK ⊆ , es decir, como elementos de un cuerpo algebraicamente 
cerrado que es extensión algebraica de K. Esto implica que 
 

0),...,,(,),...,,( 2121 =∈∀ nn aaafmxxxf  

 
Puesto que m es el núcleo del homomorfismo  A → A/m. 
 
En consecuencia, (a1, a2, ..., an) es un cero de m.  
 
 
 
Corolario a la proposición 2.4 (Teorema de los ceros de Hilbert): 
 
Si un polinomio [ ]nxxKf ,...,1∈  se anula para todo cero del ideal α sobre una 
extensión algebraicamente cerrada V de K, existe un exponente p tal que 
 

( )r
p ffff ,...,, 21=∈ α  

 
En efecto: 
 
Sea el anillo [ ]uxxxKD n ,,...,, 21=  donde u es una indeterminada más. Se tiene que 

el ideal ( )fuefff r .,,...,, 21 −=β   no admite ningún cero en V. Tal ideal es, según 
proposición 2.4., el ideal unidad (e) = D y por consiguiente existirán polinomios 

Dhhhh rr ∈+121 ,,...,,  tales que 
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).(...... 12211 fuehfhfhfhe rrr −++++= +  
 
dando a u el valor:  

0.
),...,( 1

=−⇒= fue
xxf

e
u

n

 

 
con lo cual será 

rr fhfhfhe ...... 2211 +++=  
 
multiplicando ahora por fp: 
 

++= ..... 11 fhff pp
rr

p fhf ..  
o sea: 

++= .... 11 fqf p
rr fq .  

 
                    con los [ ]nni xxxKAxxxq ,...,,),...,,( 2121 =∈  

 
Luego, finalmente: 

( )r
p ffff ,...,, 21=∈ α
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2.3.  EL TEOREMA DE LA NORMALIZACIÓN DE NOETHER:  

 
Establecemos aquí la definición de entero sobre 
un anillo de polinomios y el teorema de Noether, 
que define la condición para que un dominio 
íntegro sea entero sobre un cierto dominio de 
polinomios. 

 
 
Definición 2.5: 
 
Un elemento x se dice que es entero sobre K[x1, ..., xn] si se verifica una ecuación 
de la forma 
 

001
1

1 =++++ −
− cxcxcx n

n
n ...  

 
Donde [ ] ),...,´,(,,..., 1101 −=∈ nixxKc ni  
 
Se dirá que el conjunto A es entero sobre [ ]nxxK ,...,1  si ,Ax ∈∀  x es entero 

sobre [ ]nxxK ,...,1 . 
 
 
Proposición 2.5 (Teorema de la Normalización de Noether): 
 
Sea [ ] [ ]nxxKxK ,...,1=  un dominio de integridad de generación finita sobre un 
cuerpo K, y sea r el grado de trascendencia de K(x) sobre K. Existen elementos y1, 
..., yr en [ ]xK  tales que [ ]xK  es un anillo entero sobre [ ] [ ]ryyKyK ,...,1= . 
 
En efecto: 
 
Si los x1, ..., xn   son ya trascendentes sobre K la proposición queda probada, pues 
son los mismos x1, ..., xr  y los elementos y1, ..., yr propuestos. 
 
Si todos los x1, ..., xn no son trascendentes sobre K, existirá una relación de la 
forma 

∑ ≠∈= 0,,0.... 1
1 jj

j
n

j
j aKaxxa n  

 
extendida a  un número finito de n-plas distintas de enteros (j1, ..., jn). 
 

Sean los enteros positivos +∈ Zmm n,...,1 ,  y hagamos 

nm

nn

m

m

xxy

xxy

xxy

1

133

122

............

............

3

2

−=

−=

−=

 

 

si sustituimos  ( )nixyx im

ii ,...,21 =+=  en la relación anterior, se tiene: 
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( ) ( ) ( ) 0,,0... 113121

33211 ≠∈=+++∑ jj

jm

n

jmjmj

j aKaxyxyxyxa
nn  

o sea: 
 

( ) 0,,0,...,, 21

...

1
221 ≠∈=+∑ +++

jjn

jmjmj

j aKayyxfxa nn  

 
si llamamos, con notación vectorial: 
 

( ) ( ) ( ) ( )nn mmmjjj ,...,,1,,..., 21 ==  

sería: 
( )( )mjmjmjj nn =+++ ...221  

con lo cual expresaremos: 
 

( ) 0,,0,...,, 21

))((

1 ≠∈=+∑ jjn

mj

j aKayyxfxa  

 
donde es f un polinomio en el cual no aparecen monomios de la forma cx1

s, c∈K, y 
es tal que su grado respecto de x1 es menor que (j)(m), para alguno de los j. 
 
Eligiendo ahora un entero d tal que 
 

( ) ( )ndddm ,...,,,1 2=  
 
si d es suficientemente grande, como es finito el número de polinomios de la forma 

 
( ) ( ) ( ) 1

2211 '...'')( −−++−+−= n
nn xjjxjjjjxp tales que 0, ≠∈ jj aKa  

 
resultará que (j).(m) ≠ 0, y todos distintos para las j tales que aj ≠ 0 
 
Esto implica que x1 verificará una ecuación de la forma  
 

0... 0

1

111 =+++ −
− cxcx

s

s

s
 

 
donde los [ ]ni yyyKc ,...,, 21∈ . Es decir, que x1 es entero sobre  [ ]nyyK ,...,21 .  

 
Puesto que cada ( )nixi ,...,2,1=  es entero sobre [ ]nyyxK ,...,, 21  ya que 

im

ii xyx 1+= , esto implica que [ ]xK  es un anillo entero sobre [ ]nyyK ,...,2 . 
 
Cabe ahora proceder por inducción, utilizando la transitividad de las extensiones 
enteras para disminuir el número de elementos yi hasta llegar a un conjunto de 
ellos que sean algebraicamente independientes. 
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