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La Integral Curvilínea 
 

UNA INTRODUCCIÓN BÁSICA 
 
 
 
 
 

Carmen SÁNCHEZ DÍEZ 
 
 

01. Una introducción 
 
La integral de Riemann unidimensional requiere una función definida y continua 
sobre el intervalo [a,b] de integración: 
 

∫
b

a

dxxf ).(  

 
Considerando Rn, podemos extender el concepto de integración sustituyendo el 

intervalo unididimensional por una curva [ ]φγ r
 descrita mediante una función 

vectorial ),...,,( 21 nφφφφ =
r

. Si el integrando es la función ),,...,,( 21 nffff =
r

 

definida y acotada sobre dicha curva, la integral curvilínea se puede expresar 
por 
 

[ ]
∫
φγ

φ
r

rr
df .  

donde φ
rr
df .  es el producto interior de ambas funciones vectoriales. Pueden ser 

consideradas estas integrales, por consiguiente, integrales de Riemann-
Stieltjes, en las que el integrando y el integrador son funciones vectoriales. 
 
 
 
 
 
02. Definición de integral curvilínea 
 

- Sea γ  una curva de Rn descrita por la función vectorial 

),...,( 1 nφφφ =
r

definida en [a,b]. 

- Sea { }mtttP ,...,, 10= una partición de [a,b] [ ]),( baP Ρ∈  y sea 

[ ] mkttr kkk ,...,1,,1 =∈ −  

- Sea ( )nfff ,...,1=
r

 una función vectorial definida sobre γ  

- Sea finalmente la expresión suma de productos interiores 

           [ ]∑
=

−−=
m

k
kkk ttrffPS

1
1)()()).((),,( φφφφ

rrrrrr
           (1) 
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En estas condiciones, decimos que existe la integral curvilínea de f
r

respecto de 

φ
r

, o bien, la integral de línea de f
r

respecto de φ
r

, a lo largo de la trayectoria 

[ ]φγ r
 si existe un número real I con la siguiente propiedad: 

 

[ ]
[ ] εφ

ε εε <−⇒




=∈∀
⊃∀Ρ∈∃>∀

−
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,...,1,,

/,,0

1
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Cuando tal número real existe, es único, y se puede representar por 
 
 

[ ]
∫=
φγ

φ
r

rr
dfI .  

 
 
03. Teorema de la expresión escalar 
 

Si son γ , P, φ
r

 y f
r

 los indicados antes en la definición de integral curvilínea, se 
tiene que 

[ ]
[ ]
∫ ∑∫

=

=
φγ

φφφ
r

rrr n

j

b

a
jj tdtfdf

1
)(.)(.  

 
siempre que existan las integrales Riemann-Stieltjes del segundo miembro. 
 
Demostración: 
 
Desarrollando los productos internos de la expresión (1) escribimos: 
 

[ ]∑∑
= =

−−=
n

j

m

k
kjkjkj ttrffPS

1 1
1)()()).((),,( φφφφ

rrr
 

 
y para cada índice j es: 
 

[ ]∑
=

−−=
m

k
kjkjkjj ttrffPS

1
1)()()).((),,( φφφφ

rrr
 

 

con [ ]∫=
b

a
jjj tdtfI )(.)( φφ

r
 

 
Como consecuencia, podemos expresar la integral curvilínea como la suma 
 

[ ]
nn

b

a

dfdfdf φφφ
φγ

...... 11∫ ∫ ++=
r

rr
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04. Propiedad de linealidad 
 

Si son γ , P, φ
r

 los indicados antes en la definición de integral curvilínea, y son 

21, ff
rr

 funciones vectoriales definidas y acotadas en γ , se cumple que si existen 
las integrales 

[ ]
∫
φγ

φ
r

rr
df .1   y 

[ ]
∫
φγ

φ
r

rr
df .2  

también existe la integral 

( )
[ ]

Rccdfcfc ∈+∫ 212211 ,,.
φγ

φ
r

rrr
 

 
y además se verifica la igualdad: 
 

( )
[ ] [ ] [ ]

Rccdfcdfcdfcfc ∈+=+ ∫∫∫ 2122112211 ,,...
φγφγφγ

φφφ
rrr

rrrrrrr
 

 
Demostración: 
 

Si hacemos 2211 fcfcg
rrr

+= , podemos escribir: 
 

[ ] [ ]

[ ] ),,(),,()()()).((

)()()).(()()()).((),,(

21
1

122

1
111

1
1

φφφφφ

φφφφφφφ

rrrrrrrr

rrrrrrrrrr
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ttrfcttrggPS
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∑∑
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,0>∀ε  elijamos particiones PpPp ⊂⊂ εε ",'  tales que 

 

[ ] [ ] 2
22

1
11 2

.),,(,
2

.),,(
c

dffPS
c

dffPS εφφεφφ
φγφγ

<−<− ∫∫ rr

rrrrrrrr
 

 
Tomando la partición εεε "' ppp ∪= , se tiene que para una partición P mas fina 

que εp  será: 

 

[ ][ ]
εεεφφφ

φγ φγ

=+<−− ∫ ∫
2

2
1

122111 22
.´.),,(

c
c

c
cdfcdfcfPS

r r

rrrrrr
 

 
de lo cual 
 

( )
[ ] [ ] [ ]

Rccdfcdfcdfcfc ∈+=+ ∫∫∫ 2122112211 ,,...
φγφγφγ

φφφ
rrr

rrrrrrr
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05. Propiedad de aditividad 
 

Si es ( ) ( ) ( )φγφγφγ
rrr

21 +=  la curva descrita por la función vectorial φ
r

, se tiene que, 
si existen dos de las integrales siguientes, también existirá la tercera integral, 
cumpliéndose que 
 

[ ] [ ] [ ]
∫∫∫ +=
φγφγφγ

φφφ
rrr

rrrrrr

21

... dfdfdf  

 
Demostración: 
 
Consideremos un punto c del interior del intervalo sobre el cual está definida la 

función vectorial φ
r

, de modo que 

[ ]
[ ] 2

1

,
,/),(

γφ
γφ

=
=

∈
bc
cabac v

r

 

 
Sea también la partición [ ],,baPP∈  y sean [ ] [ ]bcPPcaPP ,",,' ∩=∩= . Se 
verifica obviamente que 
 

),,"(),,'(),,( φφφ
rrrrrr

fPSfPSfPS +=  
 
Por otra parte, si existen las integrales 

[ ] [ ]
∫∫
φγφγ

φφ
rr

rrrr

21

.,. dfdf  

 

entonces, para un [ ] [ ]bcPPcaPP ,,,0 "' ∈∃∧∈∃> εεε  tales que, para cualesquiera 

particiones más finas "' ",' εε PPPP ⊃⊃ , se verifica: 

[ ]

[ ] 2
.),,"(

2
.),,'(

2

1

εφφ

εφφ

φγ

φγ

<−

<−

∫

∫

r

r

rrrr

rrrr

dffPS

dffPS

 

Tomando ahora la partición de todo el intervalo, unión de las particiones 
consideradas antes: 
 

"'
εεε PPP ∪= , se tiene que para toda partición P más fina, PP ⊂ε , se cumple que 

"' ",' εε PPPP ⊃⊃ . De lo cual: 

[ ][ ]
εεεφφφφ

φγ φγ

=+<−−+ ∫ ∫ 22
.´.),,"(),,'(

1 2

2
r r

rrrrrrrr
dfcdffPSfPS  

o bien: 

[ ][ ]
εφφφ

φγ φγ

<−− ∫ ∫r r

rrrrrr

1 2

.´.),,( 2 dfcdffPS  

por lo que 

[ ] [ ] [ ]
∫∫∫ +=
φγφγφγ

φφφ
rrr

rrrrrr

21

... dfdfdf  
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06. Equivalencia. Propiedad de equivalencia 
 

Dos funciones vectoriales continuas, φ
r

 y ϕ
r

, definidas respectivamente en los 

intervalos reales [ ]ba,  y [ ]dc, , se dicen propiamente equivalentes sii existe una 
función continua h, estrictamente creciente: 
 

[ ] [ ]badch ,,: →  
 
con ach =)(  y bdh =)( , tal que 
 

[ ] ( ) [ ])(,, thtdct φϕ
rr

=∈∀  
 
Obviamente, h  es uno a uno en [ ]dc, , existiendo, por consiguiente, la función 

inversa [ ] [ ]dcbah ,,:1 →− , que es también uno a uno. 
 
Si la función [ ] [ ]badch ,,: →  fuera estrictamente decreciente, ambas funciones 

vectoriales continuas, φ
r

 y ϕ
r

, se dicen impropiamente equivalentes. 
 
Se verifica la siguiente propiedad de equivalencia: 
 

Sean φ
r

 y ϕ
r

 dos funciones vectoriales equivalentes definidas respectivamente en 

los intervalos reales [ ]ba,  y [ ]dc,  que describen la misma curva γ .  Se cumple que 
si existe la integral  

[ ]
∫
φγ

φ
r

rr
df .  

también existe la integral 

[ ]
∫
ϕγ

ϕ
r

rr
df .  

y, además: 
 

[ ] [ ]
∫∫ ±=
ϕγφγ

ϕφ
rr

rrrr
dfdf ..  

(si, respectivamente, es [ ] [ ]ϕγφγ
rr

±= ) 
 
Demostración: 
 

Si es h  la función continua de la equivalencia ( [ ] ( ) [ ])(,, thtdct φϕ
rr

=∈∀ ), se tiene 

que a toda partición [ ] { }nyyyPbaPP ,...,,/, 10=∈  le corresponde la partición  

[ ] { }nxxxPbaPP ,...,,'/,' 10=∈  tal que nryhx rr ,...,1,0),( == . 

Como existe la integral 
[ ]
∫
φγ

φ
r

rr
df . , se cumplirá: 

[ ]
[ ]

εφφε
φγ

εε <−⇒⊃∈∃>∀ ∫r
rrrr
dffPSPPsibaPP .),,'('/,,0 ''  
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Como h es uno a uno, [ ] [ ]dcbah ,,:1 →∃ −  
 

Sea [ ] )(/, '1
εεε PhPdcPP −=∈ , y sea [ ] εPPdcPP ⊃∈ /, . Consideremos: 

 

[ ][ ])()(.)(),,( 1
1

−
=

−= ∑ kk

n

k
k yyuffPS ϕϕϕϕ

rrrrrr
, siendo  [ ]kkk yyu ,1−∈  

 

O bien, por ser equivalentes las funciones φ
r

 y ϕ
r

: 
 

 
[ ][ ] [ ][ ]

),,'(

)()(.))())(())((.))((),,( 1
1

1
1

φ

φφφφφφϕ
rr

rrrrrrrrrr

fPS

xxvfyhyhuhffPS kk

n

k
kkk

n

k
k

=

=−=−= −
=

−
=

∑∑
 

de lo cual 

[ ]
εφϕ

φγ

<− ∫r
rrrr
dffPS .),,(  

resultando, pues, que 

[ ] [ ]
∫∫ =
ϕγφγ

ϕφ
rr

rrrr
dfdf ..  

 

Si h fuera estrictamente decreciente (φ
r

 y ϕ
r

 impropiamente equivalentes) se 
obtiene de forma análoga: 
 

[ ] [ ]
∫∫ −=
ϕγφγ

ϕφ
rr

rrrr
dfdf ..  

 
 
 
 

 
07. Propiedad de acotación en curvas rectificables 

 
Sea γ una curva rectificable de longitud ( )γL  descrita por la función vectorial 

continua φ
r

definida sobre el intervalo [ ]ba, . 

Si f
r

está definida y acotada sobre γ , esto es, si 
 

γ∈∀≤∈∃ xMxfRM rrr
,)(/  

 
se verifica que caso de existir la integral 
 

( )
∫
φγ

φ
r

rr
df .  

entonces 

( )
( )γφ

φγ

LMdf .. ≤∫r
rr
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Demostración: 

( )( )[ ][ ] ( )

( )γφφ

φφφφφφφ

LMttM

ttsfttsffPS

m

k
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kk

m

k
k

m

k
kkk

.)()(.

)()(.)()()(.),,(

1
1

1
11

1

≤−≤

≤−≤−=

∑

∑∑

=
−

−
==

−
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rrrrrrrrrr

 

 
por tanto: 

( )
( )γφ

φγ

LMdf .. ≤∫r
rr

 

 
 
 
 
 
 

08. Integral curvilínea de un gradiente 
 

nRS ⊂∀  abierto, sea 1/: CRS ∈→ φφ  en S y sea nRSf →:
r

continua en S tal que 

Sxxxf ∈∀∇=
rrrrr

),()( φ . 

Para toda curva γ  entre Syx ∈
rr, , regular a trozos en S y descrita por la función 

vectorial ϕ
r

 regular a trozos, se verifica que 
 

[ ] [ ]
)()(..

,,

xyddf
yxyx

rrrrrr

rrrr
φφϕφϕ

γγ

−=∇= ∫∫  

 
Demostración: 
 

Sea [ ] nRba →,:ϕ
r

, eligiendo [ ]ba,  de modo que ybxa rrrr
== )(,)( ϕϕ , y sea su 

función derivada ( )',...,'' 1 nϕϕϕ =
r

. Consideremos la partición P del intervalo [ ]ba,  de 

la forma { }bttatP m === ,...,, 10  y definamos la función real  [ ] RbaF →,:  por: 

 
[ ] ( ))()(,, ttFbat ϕφ

r
=∈∀  

de lo cual 

[ ] )('.)()(')).(()(' ttftttF ϕϕϕϕφ
rrrrrr

=∇=  
 

válida para cada t de cada subintervalo abierto ( )kk tt ,1−  

 
Por la propiedad de la expresión escalar: 
 

[ ]
[ ] [ ] [ ]

[ ] ( ) ( )xyaFbFtFtFtFtFtFdttF

dtttfdtttftdtfdf

m

m

k
kk

m

k

t

t

m

k

t

t

m

k

t

t

m

k

t

t

n

r
rr

n

r

b

a
rr

yx

k

k

k

k

k

k

k

k

rr

rrrrrrr

rr

φφ

ϕϕϕϕϕϕϕ
γ

−=−=−=−===

====

∑∑∑ ∫

∑ ∫∑ ∫ ∑∑∫∫

=
−

==

== ==

−

−

−−

)()()()()()()().('

).('.)().('.)()(.)(.

0
1

1
11

11 11,

1

1
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