La Integral Curvilinea
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01. Una introduccion

La integral de Riemann unidimensional requiere una funcién definida y continua
sobre el intervalo [a,b] de integracion:

[ £ (o).

Considerando R", podemos extender el concepto de integracion sustituyendo el
intervalo unididimensional por una curva y[qﬁ] descrita mediante una funcion

vectorial (/;=(¢1,¢2,...,¢n). Si el integrando es la funcidn f=(f1,f2,...,fn),

definida y acotada sobre dicha curva, la integral curvilinea se puede expresar
por
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donde f.d¢ es el producto interior de ambas funciones vectoriales. Pueden ser

consideradas estas integrales, por consiguiente, integrales de Riemann-
Stieltjes, en las que el integrando y el integrador son funciones vectoriales.

02. Definicion de integral curvilinea

- Sea y wuna curva de R" descrita por la funciéon vectorial
(Z =(4,...,4,) definida en [a,b].

- Sea P= {to,tl,...,tm}una particion de [a,b] (Pe P[a,b]) y sea
roelt ot} k=1,...m

- Sea f=(f,...f,) una funcién vectorial definida sobre y

- Sea finalmente la expresion suma de productos interiores

S.79) =2 F e g, )] (1)



En estas condiciones, decimos que existe la integral curvilinea defrespecto de
5, o bien, la integral de linea de frespecto de 5, a lo largo de la trayectoria

7/[(;] si existe un ndmero real / con la siguiente propiedad:

Ve&>0,3P. €Pla,b]/VP > P,
Ve elt, ot b k=1...n

}:‘I—S(P,f,(;) <e

Cuando tal nUmero real existe, es Unico, y se puede representar por

03. Teorema de la expresion escalar

Sison y, P, 5 y f los indicados antes en la definicion de integral curvilinea, se
tiene que

1[ Jdg - ij Bo))dg, 0

/]
siempre que existan las integrales Riemann-Stieltjes del segundo miembro.
Demostracién:

Desarrollando los productos internos de la expresion (1) escribimos:

n m

SR, 1,9 =33 [ @8, -4, )]

j=1 k=1

y para cada indice j es:

S (P19 =3 £, BE]s, ).t )]

b
con 1, = 1,[p0)dg, )
Como consecuencia, podemos expresar la integral curvilinea como la suma

l[_]f.dq? = [ frdd+...+1,dg,
719 a



04. Propiedad de linealidad

Sison ¥, P, ¢ los indicados antes en la definicién de integral curvilinea, y son

fl, ]72 funciones vectoriales definidas y acotadas en y, se cumple que si existen
las integrales

1[ fdé v \[ fodg

716 714]
también existe la integral

][(clfl +szz)d¢;, c,c, €R
716

y ademas se verifica la igualdad:

{(clfl +czfz)dgg = {fl.d¢7+cz {fz.dé, ¢,C, €R
714] 71d] 714

Demostracion:

Si hacemos g =¢,f, + ¢, f,, podemos escribir:

S(P.5.9) = §§<¢?<rk W) -de, »)=c Zf G lga) - g, )+
e, X FGENBE) -6, )|=5(P. . d)+ SP.Fd)

Ve >0, elijamos particiones p'.c P, p", c P tales que

2

S(P, f..6) - ][Tﬁ.dé <
il

S(P, f,,0)— 1[ fodd| <

£
2|Cl ]

Tomando la particion p, = p'.Up"_, se tiene que para una particion P mas fina

|02|

que p, sera:

&

<C 2|cz|

te,———=¢

S(P,ﬁ,qg)—cly{;]ﬁ.d(/;'—cz {]fz A

Icll
de lo cual

{(clﬁ +czj?2)d5 =c {fl.d(/;Jrcz {j?z.d(/;, ¢,c, €R
/9] 16] 1]



05. Propiedad de aditividad

Si es 7((1;):7/1(5)+ 72((;) la curva descrita por la funcién vectorial ¢7, se tiene que,

si existen dos de las integrales siguientes, también existira la tercera integral,
cumpliéndose que

][f.d(z = { fdg+ [fdf
/9] sl 7210]

Demostracion:

Consideremos un punto c del interior del intervalo sobre el cual esta definida la
funcién vectorial ¢ , de modo que

5[‘1’0]:71
e(a,b)/ "
@O Senl= 7,

Sea también la particion PeP[a,b], y sean P':Pm[a,c], P":Pm[c,b]. Se
verifica obviamente que

S(P,[,$)=S(P,f,$)+S(P", f,$)
Por otra parte, si existen las integralgs ~ o
{ /4, { fdg
V4l (I;] 72 (1;]

entonces, para un &>0,3P. € Pla,c] A3P e Plc,b] tales que, para cualesquiera

articiones mas finas P'> P., P"'> P, se verifica:
&9 P

&
<=

S(P.f.$)- {f.dqz?

4 5]

- - - = €

S(P", f.4)- { f.d¢‘<—
» 2
72 ¢]

Tomando ahora la particion de todo el intervalo, union de las particiones
consideradas antes:
P. =P, UP,, se tiene que para toda particién P mas fina, P, — P, se cumple que
PSP, P'SP.. Delo cual:

g
<—+—=¢
2

N | ™

S(P'.[.)+S(P".[.6)~ {‘]f.dc/?'—cz H-d&
nle 72|¢

o bien:

por lo que



06. Equivalencia. Propiedad de equivalencia

Dos funciones vectoriales continuas, ¢ y ¢, definidas respectivamente en los

intervalos reales [a,b] y [c,d], se dicen propiamente equivalentes sii existe una
funcidén continua h, estrictamente creciente:

h:lc,d]— [a,b]

con h(c)=a y h(d)=>b, tal que

veele.d] @(t)=¢[h)]

Obviamente, 4 es uno a uno en [c,d], existiendo, por consiguiente, la funcién

inversa i’ :[a,b]—) [c,a’], que es también uno a uno.

Si la funcion & :[c,d]— [a,b] fuera estrictamente decreciente, ambas funciones

vectoriales continuas, ¢ y ¢, se dicen impropiamente equivalentes.
Se verifica la siguiente propiedad de equivalencia:

Sean ¢ y ¢ dos funciones vectoriales equivalentes definidas respectivamente en

los intervalos reales [a,b] y [c,d] que describen la misma curva y. Se cumple que
si existe la integral
][ fd
716]
también existe la integral
[fap
7(]
y, ademas:

1[ fdg =+ jf.d(z
y¢7] 7[(/3]
(si, respectivamente, es 7[(23]= i7[(7)])

Demostracion:

Si es h la funcién continua de la equivalencia (V7 €[c,d], @(t)= ¢[h(r)]), se tiene
que a toda particion Pe P[a,b]/P= {yo,yl,...,yn} le corresponde la particion
P'e P[a,b]/P‘= {xo,xl,...,xn} tal que x, =h(y,), r=0,1,...,n.
Como existe la integral {fdﬁ , se cumplira:

7161

Ve >0,3P e Pla,b]/si P> P =|S(P, f,4)- ][f.dﬁ <e
/1]



Como h es uno a uno, 34~ :[a,b] - [c.d]

Sea P, € Plc,d|/P,=h"'(P.), y sea P e Plc,d]/ P> P.. Consideremos:

SP.7.9) = Y o)) -6, )], siendo u, <[, ,.7,]

k=1

O bien, por ser equivalentes las funciones (1; y ¢:

S(P..5) = if[&(h(uk))][m(yk ) - Fh(y, )= 2?[5@ W) - dx, )=
=S(P.f.9)

de lo cual

<é&

S(P,f.$) - ][f.di

/]

resultando, pues, que

{ fdg= [fdp

7161 7[#]
Si h fuera estrictamente decreciente (q; y ¢ impropiamente equivalentes) se
obtiene de forma analoga:

][ fdg=— j £dp
714) 7
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07. Propiedad de acotacion en curvas rectificables

Sea yuna curva rectificable de longitud L(;/) descrita por la funcién vectorial
continua ¢ definida sobre el intervalo [a,b].

Si j?esté definida y acotada sobre y, esto es, si
IM e R /\f(;é)\ <M,Viey

se verifica que caso de existir la integral

* fdg

é)
entonces

<M.L(y)

!

)f.d&



Demostracion:

se. 7. )= X7 ))][5(tk)—5<rk_l)1 <N esollde)~da, )<
<MY |3 -3, < M.L()
por tanto:

<M.L(y)

08. Integral curvilinea de un gradiente

VS < R" abierto, sea ¢p:S —> R/peC' en Sy sea f:S — R" continua en S tal que
F(X)=Vé(X),Vies.

Para toda curva ¥ entre X,y €S, regular a trozos en S y descrita por la funcién
vectorial ¢ regular a trozos, se verifica que

[7.dg= jvw(p $(5) - #(%)
Es y[x.5]

Demostracion:

Sea @:[a,b]—)R", eligiendo [a,b] de modo que ¢(a)=Xx,p(b)=y, y sea su
funcion derivada @'=(g,',...,,"). Consideremos la particién P del intervalo [a,b] de
la forma P ={t, = a,t,,...,t, = b} y definamos la funcién real F :[a,b]— R por:

1o°coty,

Vi ela,b] F(1) = 4(3(1))
de lo cual B -
F'(t)=V§@0))5 () = flo)]e'(t)

valida para cada t de cada subintervalo abierto (fkmtk)

Por la propiedad de la expresiéon escalar:

jfd(p > j Ale0ldg, =3 j WA ROY Y j flewle )i =

r=ly k=1 r=l k=14,

ﬁ j F'(t)dt ZF(r)r’ Z[F(ru ~F(t,_)]=F(@,)~Ft,) = F(b)~F(a) = §(7) - 4(%)
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