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Resumen

El tema de los calendarios es muy apropiado para ser investigado mateméaticamente usando
el lenguaje de las congruencias numéricas. En este articulo damos a conocer los resultados de
una investigacion que realizamos para conocer con que frecuencia se repiten los calendarios
temporales y cudles son las reglas y las férmulas matematicas que rigen ese comportamiento
repetitivo. Deducimos una ecuacién matematica, que llamamos ecuacién fundamental de los
calendarios, que nos permite conocer cual calendario se usard en un ano determinado, conociendo
cual calendario se usé en otro ano anterior. Usamos el algoritmo de divisién de Euclides y las
propiedades de las congruencias numéricas y de la funcién ”parte entera” para simplificar la
ecuacion general encontrada y poder deducir de ella las ecuaciones diofdnticas correspondientes
a los diferentes casos particulares. Todo este proceso de bisqueda de una ecuacién matematica y
su posterior simplificaciéon para deducir las ecuaciones diofanticas es muy instructivo. El analisis
y la interpretacion que le damos a esas ecuaciones nos permite comprender el comportamiento
repetitivo de los calendarios.

Abstract

The calendar’s topic is very adapted to be investigated mathematically using the language
of the numerical congruencies. In this article we state the results of a research that we realize
to know how frequently the temporary calendars repeat themselves and which are the rules
and the mathematical formulas that govern this repetitive behavior. We deduce a mathematical
equation, which we call the fundamental equation of the calendars, which allows us to know
which calendar will be used in a certain year, knowing which calendar was used in a previous
year. We use the of Euclid’s division algorithm and the properties of numerical congruencies and
of the integer part function to simplify the general equation found and to be able to deduce the
diofantic equations corresponding to the different particular cases. All this process of research of
a mathematical equation and the later simplification to deduce the diofantic equations is very
instructive. The analysis and the interpretation that we give to these equations allows us to
understand the repetitive behavior of the calendars.



1. INTRODUCCION

En la bibliografia relacionada con calendarios es comin encontrar relatos sobre la historia del
calendario. También es comin encontrar calculos que nos permiten conocer qué dia de la semana
corresponde a una fecha determinada, tomando en cuenta incluso, la correccién de 10 dias que
el papa Gregorio XIII decretd en el ano 1582. Para esos calculos se usan mucho las congruencias
numéricas. Véase el interesante trabajo: Del Tiempo y calendarios ([4] pags. 221-234).

Pero sobre la frecuencia con que se repiten los calendarios temporales no hay informacién bibliografi-
ca. Muchas veces nos ha ocurrido que adquirimos una agenda de lujo a un precio ridiculamente bajo,
porque fue adquirida después de medio ano, cuando se espera que tendra poco uso. Pero no sabemos
cuantos anos tendremos que esperar para volver a usar esa agenda, pues no hay informacién sobre
el tema.

Con este trabajo pensamos llenar ese vacio en la bibliografia: realizamos una investigacion ma-
tematica para esclarecer cual es la relacién entre el calendario usado en un ano con el calendario
que se debe usar en otro afio posterior. El andlisis y la interpretacion que le damos a las ecuaciones
diofanticas que deducimos, nos permite comprender el comportamiento repetitivo de los calendarios.

1.1. CONGRUENCIAS NUMERICAS

El concepto de congruencia numérica es muy usado en este articulo.

Si a, b, ¢ son nimeros enteros, se dice que a es congruente con b mddulo c¢ si ocurre que la diferencia
a-b es un multiplo de ¢: a = b (méd ¢) <= c|[(a —b)

Es decir a = b (mdd ¢) si y solo si existe un entero k tal que a =c-k+b

Como en este trabajo solo nos interesan los periodos de repeticion de los calendarios a corto plazo,
supondremos que todos los afios bisiestos son multiplos de 4.

Entonces:

Si un ano es bisiesto, diremos que es congruente con 0 médulo 4.

Si un ano estd un ano después de un bisiesto, diremos que es congruente con 1 médulo 4.
Si un ano estd dos anos después de un bisiesto, diremos que es congruente con 2 mddulo 4.
Si un ano estd tres anos después de un bisiesto, diremos que es congruente con 3 médulo 4.
También usamos las congruencias de esta manera:

Si hoy es Lunes dentro de 59 dias sera Jueves, es decir 3 dias de la semana después, ya que 59 = 3
(méd 7) pues 59 =7-8+3

Para mas informacién sobre congruencias numéricas véase [1] Cap. 4 y también [3] Cap. 4.

1.2. EL CALENDARIO Y SUS DESFASES

No es posible crear un calendario donde no se produzca algun tipo de desfase. Algunos de los
desfases que se pueden producir son los siguientes:

1. Desfase entre el calendario y las horas del dia.

Si un calendario tuviera un ntmero de dias no entero, se produciria un desfase de este tipo.

2. Desfase entre el calendario y los dias de la semana.

Si el ntimero de dias de un calendario no es miltiplo de 7, se produce este desfase: si en un
afno no bisiesto el calendario empieza un Lunes, el préximo afo empezard un Martes. Si en un
ano bisiesto el calendario empieza un Jueves, el proximo ano empezard un Sabado.



Algunas propuestas de reforma del calendario del siglo pasado, proponian que el calendario
tuviera 364 dias es decir 52 semanas exactas y un dia adicional (o dos en los anos bisiestos)
que no se llamaria como los dias de la semana (Lunes, Martes,. .., Domingo) sino que tendria
un nombre especial, pues no se consideraria como un dia de la semana. Habria entonces solo 2
calendarios: uno para anos no bisiestos y uno para anos bisiestos. Pero esta propuesta tuvo la
oposicién de agrupaciones religiosas que no querian que se viera interrumpido el ciclo milenario
de las semanas.

3. Desfase entre el calendario y los eventos solares.

Es un desfase relacionado con la posicién de la Tierra en su 6rbita y por lo tanto con las fechas
en que ocurren los solsticios y los equinoccios es decir, con las fechas de las estaciones del afio.

Las posiciones relativas de la Tierra, el Sol y las estrellas lejanas se repiten después de un
ano que los astrénomos llaman ano trdpico. El ano trépico no tiene un nimero entero de dias:
tiene una duracién de 365,242189. .. dias. Esto ocasiona que la hora en que ocurre un solsticio
0 equinoccio en un ano no coincida exactamente con la hora en que ocurrié o ocurrira en otro
afio.

Si un calendario tuviera una duracién exactamente igual al afio trépico, no se produciria este
desfase.

4. Desfase entre el calendario y los eventos lunares.
Son desfases relacionados con duracién del mes lunar que es de 29, 530588. .. dias.

Si un calendario tiene 365 dias, tendra entonces 12,360065 lunaciones que, como no es un
nimero entero, ocasionara un desfase entre el calendario y los eventos lunares. Si un calendario
tuviera 354, 367056. .. dfas (12 meses lunares exactos) no se producirfa este desfase y todos los
anos iniciarian con la misma fase lunar.

5. Desfase entre los eventos solares y los eventos lunares.

Un afio trépico no tiene un ntmero entero de meses lunares: tiene 12, 368266. . . meses. Es
inevitable entonces que se produzcan desfases entre los eventos solares y los lunares.

Algunas fiestas religiosas son fijas y otras son moviles, segin se basen en eventos solares o
en eventos lunares respectivamente. Por ejemplo, la Navidad es una fiesta fija que ocurre el
25 de Diciembre, la Pascua en cambio, es una fiesta mévil. En el Concilio de Nicea del ano
325 d.C. se definid que la fecha de la Pascua seria el primer Domingo, después de la primera
Luna Llena (eclesiastica, basada en tablas, que no es la misma Luna Llena astronémica), que
ocurra después del 21 de Marzo, que es la fecha del calendario correspondiente al equinoccio
de primavera (Véase [5] pag. 581).

Al crear un calendario se puede evitar que se produzca uno de los desfases, pero no todos ellos.
El problema de encontrar un calendario donde no se produzca ninguno de los cinco desfases es
realmente un problema insoluble, como lo era el famoso problema de la cuadratura del circulo.

Por eso dice Harper:

La historia del calendario es en gran parte una historia acerca de los
intentos de los astrénomos, sacerdotes y matematicos para forzar el ano
trépico y el mes lunar para encajar en un esquema que solo comprende
numeros enteros. Como los gedmetras que sonaron con la cuadratura del
circulo, ellos enfrentaron una labor imposible ([2], pag. 1)



1.3. BREVISIMA HISTORIA DEL CALENDARIO GREGORIANO '

En el ano 46 a. C. Julio Cesar, contando con la asesoria el astrénomo Sosigenes de Alejandria,
implanté en Roma un nuevo calendario, al que se le llamé Julius y mas tarde Juliano, en su honor.

El calendario Juliano suponia que la duracién del afio era de 365,25 dias pero como el calendario
tenia solamente 365 dias, cada 4 anos se le anadia un dia en el mes de Febrero, mes que tendria dos
dias 24 de Febrero: al primero le llamaban los romanos ante diem sextum kalendas martias, al
segundo le llamaban ante diem bi-sextum kalendas martias, de ahi el nombre de bisiesto.

La diferencia entre el ano de 365,25 dias (en que se basaba el calendario Juliano) y el afio trépico
de 365,242189. .. dfas era de 0,007811. .. dfas por ano. Por ello, entre el afno 325 (en que se celebré el
Concilio de Nicea) y el ano 1572 (en que fue nombrado papa Gregorio XIII), ya se habia producido
un desfase de casi 10 dias entre los eventos solares y el calendario:

0.007811 dias / ano - (1572 — 325) anos = 9.74032 dias.

Cuando Gregorio XIII fue elegido papa en 1572, fue informado sobre el gran desfase que ya se
habia producido (el equinoccio de primavera estaba ocurriendo 10 dias antes que en la época del
Concilio de Nicea). Encargé entonces a Luis Lilio (circa 1510 — 1576) médico y filésofo italiano y
al jesuita aleman Chistopher Clavius (1538 — 1612), matematico, astrénomo y gnomonista, que
trabajaran en una comision para la reforma del calendario.

A ese nuevo calendario se le conoceria como Calendario Gregoriano y empezd a regir a partir
del Viernes (gregoriano) 15 de Octubre de 1582. El dia anterior habia sido Jueves (Juliano) 4 de
Octubre. Este calendario es el que se usa actualmente. Supone que la duracién del afio trépico es de
365,2425 dias, valor tomado de las tablas astronémicas del ano 1252, llamadas Tablas Alfonsies en
honor al rey de Castilla Alfonso El Sabio.

Afio Trépico 2 365,2425 = 365 + 1 — 155

Segun la expresién anterior, el calendario gregoriano tiene 365 dias, cada 4 anos se le anade un dia
y cada 400 anos se le quitan 3 dias, para mantener su sincronia con los eventos solares.

Por eso las reglas que rigen el calendario gregoriano son las siguientes:

1 La duracion del ano del calendario es de 365 dias.

2 Cada 4 anos, en los anos que son multiplos de 4, se anadird un dia al calendario, en el mes de
Febrero. Estos anos se llaman bisiestos y tendran 366 dias.

3 Los anos seculares (multiplos de 100), que deberian ser bisiestos segun la regla anterior, no
seran bisiestos, a no ser que sean multiplos de 400, en cuyo caso si serdn bisiestos.

Como en este trabajo, solo nos interesan los periodos de repeticion de los calendarios a corto
plazo, supondremos que los calendarios se rigen solo por las 2 primeras reglas, como en los antiguos
calendarios Julianos.

! Algunos de los detalles histéricos que mencionamos fueron tomados de la direccién web [6].



2. LA REPETICION DE LOS CALENDARIOS

2.1. CODIFICACION DE LOS CALENDARIOS

Si no existieran los anos bisiestos habria solo siete distintos calendarios, cada uno con 365 dias.
Podriamos identificar a cada uno de ellos con una letra que indique cual es el dia correspondiente al
1° de Enero. Por ejemplo, el calendario “S” serfa el calendario que se usaria en aquellos anos en que
el 1° de Enero sea un dia Sdbado (como ocurrié en el ano 2000). Como los calendarios tendrian 365
dias y 365 = 7-52+ 1 es decir 365 =1 (méd 7) el préximo afio (el ano 2001) se iniciarfa con el dia
Domingo. Entonces el calendario “S” podria volver a usarse 7 afios después (en el afio 2007).

Pero hay anos que no son bisiestos y anos que si lo son. Los anios no-bisiestos son aquellos que
tienen 365 dias, con 28 dias en el mes de Febrero, mientras que los bisiestos son aquellos que tienen
366 dias, con 29 dias en el mes de Febrero. Entonces necesitamos tener 14 calendarios distintos: 7
de ellos para ser usados en anos no-bisiestos y otros 7 para ser usados en afios bisiestos.

Identificaremos a los dias de la semana con un codigo alfabético y con un cédigo numérico, como se
muestra en la siguiente tabla:

Dia Cédigo Cddigo
Alfabético | Numérico

Domingo D 0
Lunes L 1
Martes K 2
Miércoles M 3
Jueves J 4
Viernes A% D
Sabado S 6

TABLA 1. Cédigos alfabético y numérico de los dias de la semana.

En los anos no-bisiestos transcurren 59 dias (31 dias de Enero y 28 dias de Febrero) antes del 1° de
Marzo y como

59=3 (méd 7)
entonces el c6digo numérico del dia correspondiente al 1° de Marzo sera 3 unidades mayor que el
cédigo correspondiente al 1° de Enero. Por ejemplo, en el ano 1999 el 1° de Enero es Viernes (dia
#5), entonces el 1° de Marzo serd Lunes (dia #1) pues

5+3=8=1 (méd7)

En los anios bisiestos transcurren 60 dias (31 dias de Enero y 29 dias de Febrero) antes del 1° de
Marzo y como

60=4 (méd 7)
entonces el codigo numérico del dia correspondiente al 1° de Marzo serd 4 mas que el codigo
correspondiente al 1° de Enero.

Por ejemplo, en el anio 2000 el 1° de Enero es Sébado (dia #6), entonces el 1° de Marzo serd Miércoles
(dia #3) pues
64+4=10=3 (mdd 7)

Podemos identificar a los 14 calendarios con un cédigo alfabético formado por 2 letras, la primera de
las cuales es el cédigo alfabético correspondiente al 1° de Enero y la segunda el cédigo correspondiente
al 1° de Marzo.

El c6digo numérico del calendario para un ano A puede estar dado por

C(A)=10a+b



donde a es el c6digo numérico del dia 1° de Enero y b = a + 3 para anos no-bisiestos y b =a + 4
para anos bisiestos. Entonces

C(A)=11la+V (1)

con b’ = 3 si A no es bisiesto y b/ = 4 si A es bisiesto.

La siguiente tabla muestra los cédigos que le asignamos a los 14 diferentes calendarios, mostrando
con un * aquellos calendarios que se usan en anos bisiestos:

Calendario Cédigo Cédigo
Alfabético | Numérico
Cq DM 03
Cy DJ* 04
Cs LJ 14
Cy LV* 15
Cs KV 25
Cs KW* 26
Cr MS 36
Cs MD* 37
Cy JD 47
Cho JL* 48
C11 VL 58
Ch2 VK* 59
Ci3 SK 69
C1s SM* 70

TABLA 2. Cédigos alfabético y numérico de los 14 calendarios.

En algunas ocasiones tendremos que usar la férmula (1) con valores de a mayores que 6. Entonces
podemos obtener valores de C(A) mayores de 70.

Si obtenemos un numero de calendario mayor que 70, su residuo médulo 77 serd el niimero correcto.

Esto es asi ya que si a = 7+ k entonces C(A) =11a+b =11(7+k) +V =77+ 11k + I’ mientras
que si a = (7T+ k) (méd 7) = k entonces C(A) = 11a+ V' = 11k + b’ que difieren precisamente en
77 unidades.

Esto ocurre también con otros métodos que usaremos para calcular el valor del nimero de calendario.
Por eso, en este articulo, usaremos con mucha frecuencia las congruencias médulo 77.

La siguiente tabla muestra los codigos de los calendarios de los anos del 2000 al 2077. Para cada
ano se muestra el cédigo alfabético (ca), el c6digo numérico (cn) y un nimero que indica dentro de
cuantos anos se volvera a usar (A).



’ Afio ‘ ca ‘ cn ‘ A H Ano ‘ ca ‘ cn ‘ A H Afo ‘ ca ‘ cn ‘ A ‘
2000* | SM | 70 | +28 || 2026 | JD | 47 | +11 || 2052* | LV | 15 | +28
2001 | LJ |14 | +6 2027 | VL | 58 | +11 || 2053 | MS | 36 | +6
2002 | KV | 25 | +11 || 2028* | SM | 70 | +28 || 2054 | JD | 47 | +11
2003 | MS |36 | +11 || 2029 | LJ | 14| +6 2055 | VL | 58 | +11
2004* | JL | 48 | +28 || 2030 | KV | 25 | +11 || 2056* | SM | 70 | +28
2005 | SK | 69| +6 2031 | MS | 36 | +11 || 2057 | LJ | 14| +6
2006 | DM | 03 | +11 || 2032* | JL | 48 | +28 || 2058 | KV | 25 | +11
2007 | LJ |14 | +11 || 2033 | SK | 69 | +6 2059 | MS | 36 | +11
2008* | KS | 26 | +28 || 2034 | DM | 03 | +11 || 2060* | JL | 48 | +28
2009 | JD | 47| +6 2035 | LJ |14 | +11 || 2061 | SK | 69| +6
2010 | VL | 58 | +11 || 2036* | KS | 26 | +28 || 2062 | DM | 03 | +11
2011 | SK | 69 | +11 || 2037 | JD | 47 | +6 2063 | LJ | 14 | +11
2012* | DJ | 04 | +28 || 2038 | VL | 58 | +11 || 2064* | KS | 26 | +28
2013 | KV | 25 | +6 2039 | SK | 69 | +11 || 2065 | JD | 47 | +6
2014 | MS | 36 | +11 || 2040* | DJ | 04 | +28 || 2066 | VL | 58 | +11
2015 | JD |47 | +11 || 2041 | KV | 25 | +6 2067 | SK | 69 | +11
2016* | VK | 59 | +28 || 2042 | MS | 36 | +11 || 2068* | DJ | 04 | +28
2017 | DM | 03 | +6 2043 | JD | 47 | +11 || 2069 | KV | 25 | +6
2018 | LJ | 14 | +11 || 2044* | VK | 59 | +28 || 2070 | MS | 36 | +11
2019 | KV | 25| +11 || 2045 | DM | 03 | +6 2071 | JD | 47 | +11
2020* | MD | 37 | +28 || 2046 | LJ | 14 | +11 || 2072* | VK | 59 | +28
2021 | VL | 58 | +6 2047 | KV | 25 | +11 || 2073 | DM | 03 | +6
2022 | SK | 69 | +11 || 2048* | MD | 37 | +28 || 2074 | LJ | 14 | +11
2023 | DM | 03 | +11 || 2049 | VL | 58 | +6 2075 | KV | 25 | +11
2024* | LV | 15 | +28 || 2050 | SK | 69 | +11 || 2076* | MD | 37 | +28
2025 | MS | 36 | +6 2051 | DM | 03 | +11 || 2077 | VL | 58 | +6

TABLA 3. Cédigos alfabético y numérico de los calendarios de los anos 2000 al 2077.

Observando la tabla anterior podemos obtener las siguientes conclusiones:

1. Un calendario de anos bisiestos, se usa solo una vez cada 28 anos.

2. Un calendario de anos no-bisiestos se usara 4 veces en un periodo de 28 anos, con dos intervalos
de 11 anos y un intervalo de 6 aflos (note que 114+114+6=28).

3. Un calendario que se usa en un ano congruente con i (mod 4) se usa también 28 afios después,
en otro ano congruente con i (mod 4).

4. Un calendario que se usa en un afio congruente con 1 (mod 4) (un ano después de un bisiesto)
se vuelve a usar dentro de 6 anos.

5. Un calendario que se usa en un ano congruente con 2 o con 3 (mod 4) ( dos o tres anos después
de un bisiesto) se vuelve a usar dentro de 11 anos.

6. La diferencia entre el nimero de calendario de un afio A y el afio A+4 es siempre congruente
con 55 (mod 77).

7. La diferencia entre el nimero de calendario de un ano bisiesto y el nimero de calendario del
aflo siguiente es congruente con +21 (mod 77).

8. La diferencia entre el nimero de calendario de un ano no-bisiesto y el que sigue (si este otro
es también no-bisiesto) es congruente con +11 (mod 77).

9. La diferencia entre el nimero de calendario de un ano no-bisiesto y el que sigue (si este otro
es bisiesto) es congruente con + 12 (mod 77).



2.2. TRANSICIONES DE UN ANO A OTRO

Usaremos la notacién Ay para referirnos a la diferencia entre el niimero de calendario de un ano
congruente con k modulo 4 y el ano anterior a él. El paso de un ano al afio siguiente, es decir la
transicion de un anio al otro, puede ser de cuatro tipos:

TRANSICION DE TIPO 0

Son las transiciones de un ano A; = 3 (méd 4) a un ano A = 0 (mdd 4) es decir, de un ano
no-bisiesto a uno bisiesto. Como el calendario de un ano no-bisiesto tiene 365 dias y como 365 = 1
(méd 7), si el ano A; empezaba en el dia a su nimero de calendario serda C(A;) = 11a + 3. El
siguiente ano empezara en el dia a+1 y tendrad un calendario con nimero C'(Ag) =11 (a + 1) + 4.
Su diferencia sera:

Ap=(11(a+1)+4)—(1la+3)=Ha+11+4—-Ha-3=11+4—-3 =12
TRANSICION DE TIPO 1

Son las transiciones de un ano A; = 0 (méd 4) a un ano A = 1 (mdd 4) es decir, de un ano
bisiesto a otro afio no-bisiesto. Como el calendario de un ano bisiesto tiene 366 dias y como 366 = 2
(méd 7), si el ano A; empezaba en el dia a su nimero de calendario serd C(A;) = 11a + 4. El ano
siguiente empezara en el dia a42 y tendrd un calendario con nimero C'(A4z) = 11 (a +2) + 3. Su
diferencia sera:

Al=(11(a+2)+3)—(1la+4) =Ba+22+3—1a—4=224+3—-4=21
TRANSICION DE TIPO 2

Son las transiciones de un ano A; = 1 (mdd 4) a un ano Ay = 2 (mdd 4). Es decir, de un ano
no-bisiesto a otro ano no-bisiesto. Como el calendario de un ano no-bisiesto tiene 365 dias y como
365 =1 (mdbd 7), si el ano A; empezaba en el dia a su nimero de calendario serd C(A;) = 11a + 3.
El siguiente ano empezard en el dia a+1 y tendrd un calendario con nimero C'(Az) =11 (a+1) + 3.
La diferencia entre ambos sera:

Ag=(11(a+1)+3)—(11la+3)=Ha+11+3-Ha—-3=114+3-3=11
TRANSICION DE TIPO 3

Son transiciones similares a la anterior de un ano A; =2 (méd 4) a un ano A =3 (mdéd 4). Son
también transiciones de un ano no-bisiesto a un ano no-bisiesto. Como el calendario de un ano
no-bisiesto tiene 365 dias y como 365 =1 (méd 7), si el aio Ay empezaba en el dia a su nimero de
calendario serd C'(A;) = 11a + 3. El siguiente aflo empezard en el dia a+1 y tendrd un calendario
con nimero C'(Az) = 11 (a + 1) + 3. La diferencia entre ambos ser4:

Az=(11(a+1)+3)—(11la+3)=Ha+11+3-Ha—-3=114+3-3=11

Entonces en un bloque de 4 anos, entre el ano Ay y el ano A;-+4 hay una diferencia en el niimero
de calendario, que llamaremos A, dada por:

A=Ag+ A1+ Ay + A3 =21+11+ 11+ 12 = 55 unidades

Si un ano A; bisiesto empieza en el dia nimero a y el préximo ano bisiesto Ao empieza en el dia
nimero a’ entonces

C(Ay) =C(A1) +55

11 +4=11a+4+55

11(a’ — a) =55

d—a=32=5=-2(méd 7)
Esto se interpreta asi:

Si un ano bisiesto empieza en un dia niimero a, el préximo ano bisiesto
empezara en un dia nimero a — 2 es decir, dos dias antes.

Por ejemplo, el 1° de Enero de 2000 fue un dia Sabado y el 1° de Enero del 2004 fue un dia Jueves.



2.3. REPETICION DE LOS CALENDARIOS DE ANOS BISIESTOS

A | CA)=[C(A-1)+A;)] mod 77 | ca A YA | (02, A) (mdéd 77)

2000 70 SM | A =55 95 95
2004 48 JL | A =55 110 33
2008 26 KS | A =55 165 11
2012 04 DJ | A =55 220 66
2016 99 VK | A=55| 275 44
2020 37 MD | A =55 330 22
2024 15 LV | A=55| 385 0
2028 70 SM

TABLA 4. Después de 7 periodos de 4 anos, se repite un calendario de anos bisiestos.

La tabla 4 muestra que sumando 55 al nimero de calendario de un ano bisiesto, este se repetira des-
pués de sumarle siete veces ese nimero. Esto esta relacionado con el hecho de que 55z no es divisible
por 77 cuando 1 < z < 6, pero si es divisible por 77 cuando z=7 pues 55-7=5-11-7=5-177.

Como cada 4 anos ocurre un incremento de 55 unidades en el niimero de calendario, se concluye
que cada 7- 4=28 anos se repiten los calendarios de anos bisiestos.

2.4. REPETICION DE LOS CALENDARIOS DE ANOS NO-BISIESTOS

2.4.1. CALENDARIO USADO EN UN ANO CONGRUENTE CON 1 MOD 4

A | CA)=[C(A-1)+A;)] mod 77 | ca A YA | (02, A) (moéd T7)

A | 2001 14 LJ | Ay=11 11 11

2002 25 KV | Az=11 22 22
Az | 2003 36 MS | Ap=12 34 34

2004 48 JL | Aj=21 55 95

2005 69 SK | Ag=11 66 66

2006 03 DM | Az=11 7 0
As | 2007 14 LJ

TABLA 5. Después de 6 anos, se repite un calendario usado en un afio A; =1 (méd 4)

En la Tabla 5 vemos que el afio A1 estd después de un ano bisiesto.
Entonces dos anos después se usard el calendario C'(Ag) = C(A;) + Ags + Az = C(Ay) + 22
Cuatro anos después de Ay se usard el calendario C'(As) = C(A2) + A = C(A2) + 55
Entonces el nimero de calendario del afio Az es

C(A3) =C(A1) +22+ 55 =C(A1) (méd 77) = C(A1) + 77 = C(A1) (méd 77)

En la parte derecha de la tabla vemos que la suma acumulada de los incrementos asociados a cada
transicion, es congruente con 77 solo después de sumar seis transiciones y no antes.

Ademés como (1 (m6d 4)) +6=1+6=7=3 (mdd 4) concluimos que si un ano esté después
de un afo bisiesto, el calendario de ese ano sera usado seis anos después, en un ano que
estara tres anos después de un bisiesto.



2.4.2. CALENDARIO USADO EN UN ANO CONGRUENTE CON 2 MOD 4

A | CA)=[C(A-1)+ A mod 77 | ca A YA | (00, Ay) (méd 77)
A | 2002 25 KV | As =11 11 11
2003 36 MS | Ag =12 23 23
2004 48 JL | Ay =21 44 44
As | 2005 69 SK | Ay =11 95 55
2006 03 DM | Ag =11 66 66
2007 14 L) | A =12 78 1
2008 26 KW | Ay =21 99 22
2009 47 JD | Ay =11 110 33
2010 o8 VL | Az =11 121 44
2011 69 SK | Ag =12 133 56
2012 04 DJ | Ay =21 154 0
As | 2013 25 KV

TABLA 6. Después de 11 anos, se repite un calendario usado en un afio A; = 2 (méd 4)

En la Tabla 6 vemos que el afio A1 esta dos anos después de un afio bisiesto.
Entonces tres anos después se usara el calendario

C(A2) =C(A1)+ A3+ Ag+ A1 =C(A) + 11+ 12421 =C(Ar) + 44
Ocho anos después de As se usard el calendario

C(A3) =C(A2) +2x A =C(A2) +2x55=C(Az) + 110
Entonces el nimero de calendario del afio Az es

C(A3) =C(A1) +44+ 110 = C(A1) + 154 = C(A1) (méd 77)

En la parte derecha de la Tabla 6 vemos que la suma acumulada de los incrementos asociados a
cada transicién, es congruente con 77 solo después de sumar once transiciones y no antes.

Ademads como (2 (méd 4)) +11 =2+4+11 =13 =1 (mdd 4) concluimos que si un afio esta dos anos
después de un ano bisiesto, el calendario de ese ano sera usado once anos después, en un
ano que estara un ano después de un bisiesto.

2.4.3. CALENDARIO USADO EN UN ANO CONGRUENTE CON 3 MOD 4

A | C(A)=[C(A)+ A;) mod 77 | ca A YA | (00, Ay) (méd T7)
A, | 2003 36 MS | Ag =12 | 12 12
2004 48 JL | A =21 33 33
2005 69 SK | Ay =11 44 44
As | 2006 03 DM | Ag =11 55 55
2007 14 L) | Ay =12 67 67
2008 26 KW | A} =21 88 11
2009 47 JD | Ay =11 99 22
2010 58 VL | Az =11 110 33
2011 69 SK | Ag =12 122 45
2012 04 DJ | Ay =21 143 66
2013 25 KV | Ag =11 154 0
Az | 2014 36 MS

TABLA 7. Después de 11 anos, se repite un calendario usado en un ano A; = 3 (méd 4)
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En la Tabla 7 vemos que el afio Ay esta tres anos después de un afio bisiesto.
Entonces tres anos después se usara el calendario
C(A2) =C(A1) + Ao+ A1+ Ay =C(A1) + 44
Ocho anos después de A, se usard el calendario
C(A3) =C(Ag) +2+x A =C(A2)+2x55=C(Az) + 110
ya que hay dos bloques de cuatro anos entre As y As.
Entonces el nimero de calendario del afio Az es
C(A3) =C(A1) +44+ 110 = C(A1) + 154 = C(A1) (méd 77)

En la parte derecha de la Tabla 7 vemos que la suma acumulada de los incrementos asociados a
cada transicién, es congruente con 77 solo después de sumar once transiciones y no antes.

Ademads como (3 (méd 4)) +11 =3+ 11 = 14 =2 (mdd 4) concluimos que si un ano estd tres anos
después de un ano bisiesto, el calendario de ese ano sera usado once anos después, en un
ano que estara dos anos después de un bisiesto.

2.5. BUSQUEDA DE UNA ECUACION MATEMATICA

A continuacion deduciremos una ecuacién matemaética que relacionard el nimero de calendario de
un ano As con el nimero de calendario de un ano A; (anterior al afio As).

Una funcién que llamaremos ¢ nos indicard si un ano estd 0, 1, 2 o 3 afios después de un bisiesto.
La definimos asi:
0(A)=A (méd 4)

Es decir A
0(A)=A—-14 LJ

Una funcién que llamaremos A nos indicara si un ano particular es bisiesto o no, pues la funcién
devuelve un 1 si el valor del pardmetro es divisible por 4 y devuelve un 0 si no es divisible por 4.

La definimos de la siguiente manera:

-4

Podemos decir entonces que en un ano A hay 365 + A(A) dias.

entonces

Ejemplo: Sera bisiesto el afio 20127

Solucién:A(2012) = |1+4 |22 | — 2012| = |1+ |503] —503] =1

Como A(2012) =1 el afio 2012 si es bisiesto. m

Ejemplo: Sera bisiesto el ano 20157

Solucién: A(2015) = [1+4 | 22| — 2008 | — |1+ [503] — 503,75] = [1—0,75] = [0,25] =0
Como A\(2015) = 0 el ano 2015 no es bisiesto. m
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La siguiente tabla nos muestra el valor que producen las funciones § y A para un periodo de 9 anos
consecutivos (del 2000 al 2008):

A 5(A) 5(A) A(A)
A-4|4] [4-Atalq] ] |42
2000 0 4 1
2001 1 3 0
2002 2 2 0
2003 3 1 0
2004% 0 4 1
2005 1 3 0
2006 2 2 0
2007 3 1 0
2008* 0 4 1

TABLA 8. Valor que devuelven las funciones § y A y para los anos 2000 al 2008.

Note que Az — §(As2) nos dice cuél es al ano bisiesto anterior o igual al ano A,.
Similarmente A; — §(A;) nos dice cudl es al ano bisiesto anterior o igual al ano A;.

Podemos definir entonces una funcién ¥ que cuente el naimero de anos bisiestos que hay entre
2 afios cualquiera (tomando en cuenta a ambos) de la siguiente manera:

W(A;, Ag) = VAQ ) n (A - ‘Wh))J +A(A1)

que podemos escribir:

WA, Ag) = {(Az —6(A2)) ;

(A — 5(A1))J . {4 - Z(Al)J

V(A Ag) = VA2 — (A3 mod 4)) —

: (A1 — (A1 mod 4))J . {4 — (A mod 4)J

4

4

(A, Ag) = VAQ_ (=2 [5)) - 1

(41— (41 —4LA41J>>J . {4—@41 —4V33J>J

WAy, Ay) = {4 |2 ;4 L’?JJ . {4+4 Léfj - AlJ

ono- 4] 2] )4
Ejemplo: Cuantos anos bisiestos hay entre el ano 2000 y el ano 20127
Solucién: Si A; = 2000 y As = 2012 entonces
[2] = (%] = (503 = 503
4] = 28] = [500] = 500
[+ [ 4] — 3] = [T+ [220) — 290] = [1+ 500 — 500) =
¥(2000,2012) =503 =500+ 1 =4 m
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Ejemplo: Cuantos anos bisiestos hay entre el ano 1951 y el ano 19757
Solucién: Si A; = 1951 y As = 1975 entonces
| 42| = [ 1975 | = [493,75] = 493
|AL] = [ 1981 = |487,75] = 487
|14+ [ 4] — 4] = [1+ [22L] — 1981 ] = |1 4487 — 487,75 = [1 - 0,75] = [0,25] =0
U(1951,1975) =493 —487+0=6 m

Para un afio particular A, si llamamos a al ntimero del dia correspondiente al 1° de Enero y
llamamos C(A) al nimero de calendario correspondiente, entonces

C(A) =10a+a+ 3+ A(A)

C(A) = 1la+ 3 + A(A) 2)

Ejemplo: Cuél calendario se debe usar el ano 2004 sabiendo que el primer dia de ese ano es un
Jueves?
Solucién:

A(2004) = { L {2004J 2004

1 —4J = |14 [501] —501] =1

Como el Jueves es el dia nimero 4, entonces el nimero de calendario sera:

C(2004) =11 %4+ 3+ A(2004) = 1154 +3+1=148 (JL) m

El problema de encontrar una férmula que nos de el nimero de calendario que se debe usar en el
ano As, si conocemos cudl fue el calendario que se usé en un ano anterior Ay, se reduce a contar el
numero de transiciones de cada tipo que hay al pasar de un afio al otro.

Pero sabemos que entre el ano A; y el Ay hay LA2 AlJ bloques de 4 anos, en cada uno de los

cuales hay un incremento de 55 unidades en el nimero de calendario.

Entonces el primer ano que estd después de esos bloques y que llamamos As tiene como nimero de

calendario:
Ay — AlJ

C(As) = C(A;) + 55 { y

El siguiente diagrama aclara todo esto:

2000 * @

S A } 6(A1) nosdice a cuantosafios
1

. despuésde un bisiesto esta Ax

Bloque de4l%J anos
Elafo que esta despuésdel final del
bloqueesel afio A3 = A, + 4[‘43_‘4‘J

2008 4 @ / Secumpleque U4, = Cy, + 5JL A‘J

2009 A
3 ? Transicidn de tipo 2

g Transicidn detipo 3

d(As — Ay)nos dicea cuantosafos

Transician detipo 0
2012 Az @ 3

despuésdelafoA; estd A,

FIGURA 1. Representacién grafica de lo que significan §(A1), §(As — A1) y LA24A1J
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Para simplificar le llamaremos i a 6(A;) y le llamaremos j a 6(A2 — A;). Vemos que
Ay — A
C(A2) = C(A1) + 55 {241J +N (3)

Donde el valor de N depende de §(A1) y de §(Az — A;) es decir N = N(i,7) y no es otra cosa que
la diferencia entre el niimero de calendario del ano Ay y el As:

N(i, j) = C(A2) — C(A3)

El valor de N(i,j) se obtiene al tener en cuenta cuantas transiciones y de que tipo, hay para pasar
del ano Az al ano Ay. Cudl es la primera transicién después del afio As depende del valor de 6(A7).
Cuantas transiciones (cuantos anos) hay entre As y Ay es precisamente el valor de §(Az — Ay).

La siguiente tabla muestra todas las posibilidades:

T = o(As — A))

N(i,j) 0] 1 5 3
00| A | A1+As | A+ As+ Ag
Z:(S(Al) 110 Ay | Ao+ As | As+ As+ A
210 | As | As+Ag | As+Ag+ 4y
310 AO Ao—i—Al A0+A1—|—A2

TABLA 9. Transiciones que hay que tomar en cuenta para calcular el valor de N en funcién de los
valores de §(A;) y de 6(Ag — Ayp)

Los valores de N correspondientes son entonces los mostrados en la siguiente tabla:

j=0(A2 — A1)

N(i,j) ol 1]2]3
0l0]21]32]43

i=6(A) [1]0]11]22] 34
210112344
30123344

TABLA 10. Valor de N en funcién de los valores de §(A;) y de §(Az — A1)

Ahora debemos encontrar una féormula matemética que nos de los valores de N en funcién de los

valores de 0(A;) y de 6(A2 — Ay).
Si hacemos que N sea igual a 11 x §(Ay — A1) + M tendremos que

MZN—ll*(S(AQ—Al) (4)

La tabla asociada a los valores de M es:

j=0(A— Ay)

M@Gj) (0711273
0010|1010
i=6(A) [T]0] 0] 01
210[ 0| 1|11

3]0 1 [11]11

TABLA 11. Valor de M en funcién de los valores de §(A1) y de 6(As — Ayp)
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Trabajando matricialmente, vemos que la matriz asociada a M es:

0 10 10 10 01 1 1 000 0 000 0
00 0 1 000 0 000 1 000 0
M=19 0 1 1/ o o000l loo 11|79 0001
0 1 11 11 0000 01 1 1 001 1

Entonces M es la suma de las matrices A, B y C con:

01 11 0000 0 00O
0000 0 001 0000
A=10 0 00 0] B = 001 1])° ¢ =10 0 0 01
0 00O 0111 0 011

Como cero es un multiplo de cuatro, A(7) devolvera un 1 si i=0 y devolverd un 0 si ¢ € {1,2,3}.
Por otro lado 1 — A(j) tendrd un valor de 0 si j=0 y tendrd un valor de 1 si j € {1,2,3}.
Entonces podemos generar la matriz A asi: a;; =10- A7) - (1 = A ()))

A las matrices B y C las podemos generar con las siguientes férmulas:

1+
bij =
¢y =10 V;]J

Por la ecuacién (4) tenemos que N = M + 11 % j por lo cual podemos escribir la ecuacién (3) ast:

Ay — A
C(Ag) = C(A1) + 55 {241 +M 4115

con

M=10-7()- (1= A()) + H]J 10 Vﬂ

entonces la ecuacion que estabamos buscando es:

C(42) = C(Ar) +55 [A542] £10-X() - (1= A () + | 52| +10 | 2| + 114 (5)

A continuacién expresaremos la ecuacién anterior con relacién a los valores de Ay y de As.
Ay — Ay
C(Az) =C(A1) + 55 1 +10-A(0(A1) - (1 =X (6(A2 — A1)+

\‘(5(141) + 5(A2 — Al)J 10 \‘(5(141) + 5(142 — Al)

| - J+11-5(A2—A1)

Se puede demostrar facilmente que A(6(A)) = A(A) y entonces tendremos que:
Ay — A
C(Az) =C(A1) + 55 {241 +10-A(A) - (1= A(Ay — Ay))

n {5(141) + (iEAQ — Al)J 410 V(Al) + 55(A2 —Ay)

J +11%0(As — Ay)
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A la ecuacién anterior la podemos expresar de la siguiente manera, que llamaremos
la ecuacién fundamental de los calendarios:

4 4 4
\‘(Al mod 4) + ((Ag — Al) mod 4)J 410 \‘(Al mod 4) + ((AQ — Al) mod 4)
4 )

11 - ((AQ — Al) mod 4)

C(Az) = (A1) + 55 {AAJ L 10. {1 - Amd‘lJ . <1 _ {1_ (4> = A1) méd 4J)+

|+

Podemos simplificarla si consideramos cuatro casos separados:

Caso 1: A; y As son bisiestos:

Ay — A
C(Ag) = C(Ay) + 55 %

Caso 2: A; es bisiesto y A no lo es:

C(Az) = C(Ay) + 55 # +10+11- (A méd 4)

Caso 3: Ay es bisiesto y A1 no lo es:

Ay — A
C(As) = C(Ay) + 55 % +1+11-(4—(A; méd 4))

Caso 4: A1 1o es bisiesto y Ag no es bisiesto:
Ay— A Ay méd 4) + (A — A1) mod 4
C(Az) = C(Ay) +55 | =222 +{( 1 m6d 4) + (A2 — A1) m6 )J+

4 4

)

J + 11- ((AQ - Al) mod 4)

Podemos decir entonces que el valor de N estd dado por:

N:lo.b_"hrzo‘i‘lJ_(l_b_(Ag—Az) mod4J>+

4

5

\‘(Al méd 4) + ((Ag — Al) méd 4)J +10 \‘(Al méd 4) + ((AQ — Al) méd 4)J +

Para cada uno de los casos, los valores de N estan dados por:

Caso 1: A1 y As son bisiestos:
N=0
Caso 2: Aj es bisiesto y Az no lo es:
N =10+11- (A2 mdd 4)
Caso 3: As es bisiesto y A1 no lo es:
N=1+11-(4—(A; méd 4))
Caso 4: A1 no es bisiesto y Ay no es bisiesto:
N = \‘(Al mod 4) + ((;42 — A1) méd 4)J N
5

J + 11- ((AQ - Al) mod 4)
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Usando cualquiera de las ecuaciones, de la (3) a la (9), podemos encontrar el cédigo numérico del
calendario que se debe usar en el ano As, si conocemos el codigo numérico del calendario usado en
el ano A;.

Ejemplo: Si en el ano 2003 se usa el calendario nimero 36, cual calendario se utilizara en el afio

20187
Solucién:

Utilizaremos los siguientes tres métodos para resolver el problema:
Método 1: Utilizando la ecuacién (3) y los valores dados por la Tabla 10.
Método 2: Utilizando la ecuacién (5).

Método 3: Utilizando el Caso 4 de la ecuacion (9).

Utilizaremos los tres métodos para resolverlo.

Tenemos que Ay = 2003, As = 2018,
Ao — Aq 2018 — 2003 15
(10)
2003
i=0(A;)=2003 —4 \‘4J = 2003 — 4 - 500 = 2003 — 2000 = 3
. 15
j=0(Ay—Ay) =15—14 LJ —15-4-3=15—-12=3
4-3
A(3) = {4J =10,25] =0
Método 1: C(A2) = C(A1) +55 2254 | + N
Segun la Tabla 10 debemos usar el valor de N=44:
C(As) =36 +55-3+44=245=14 (mé6d 77)
Entonces en el ano 2018 se debe usar el calendario numero 14 (LJ) u
Método 2: Sustituyendo los valores dados en (10) en la ecuacién (5) obtenemos:
343 343
C(2018) = 36 +55-3 +10- A(3) - (1 — A (3)) + {ZJ +10 {;J F11%3
C(2018) = 36 +165+10-0- (1 —0) +1+10-1+ 33
C(2018) = 36 + 165 + 1 + 10 + 33
C(2018) = 245 =14 (méd 77)
C(2018) = 14 (LJ) m
Método 3: Sustituyendo los valores dados en (10) en la ecuacién (9, Caso 4) obtenemos:
—4 2018 4
C(2018) =36 + 11 -3+ |504,5 — 500 — 3| + 10 ?-500—%7 — 5'3 + 11 - (2018 — 2003)

C(2018) = 36 + 33 + 1 + 10 | —400 + 403,6 — 2,4] + 11 - 15
C(2018) = 69+ 0+ 1+ 10[1,2] + 165
C(2018) =245 =14 (méd 77)
C(2018) = 14 (LJ) m
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2.6. DEDUCCION DE LAS ECUACIONES DIOFANTICAS °

Como una comprobacién de que las ecuaciones (8) estan correctas y como un ejercicio para que el
lector se familiarice con la simplificacién de expresiones como esa, vamos a seguir el proceso inverso
al que seguimos para deducirla: obtener las 16 ecuaciones diofanticas correspondientes a todos los
casos asociados al producto cartesiano: (A1 méd 4) x (A méd 4). El andlisis y la interpretacién que
le daremos a esas ecuaciones diofanticas nos permitird comprender el comportamiento repetitivo de
los calendarios.

Por (3) vemos que las ecuaciones diofanticas de los calendarios son de la forma:
C(A2) = C(A1) +552(i,j) + N(i,j) con z = |42
Podemos usar esta ecuacion para hallar:

1) CUAL CALENDARIO SE DEBE USAR EN UN ANO A, DADOS 4, y C(4)

Cuando usemos dicha ecuacién para encontrar el valor de C(A2) conociendo los valores de Ap, de
C(A;) y de Ag, podriamos decir que la ecuacién es una ecuacién diofdntica en una variable, donde
la incdégnita es el valor de C'(Az) y las cantidades z y N son enteros conocidos.

2) CUANDO SE VOLVERA A USAR EL CALENDARIO USADO EL ANO 4,

Cuando usemos dicha ecuacién para encontrar cudl es el ano mas proximo As en el que se volvera a
usar el mismo calendario que se usé el afio Aq, la ecuacion serd de la forma:

C(Az) = C(A1) =55 2(i,j) = N (i, j)

Pero el calendario usado en el anio Ay se vuelve a usar en el ano A, solo si ocurre que
C(A2) —C(A1) =0 (mdd 77).

Entonces la ecuacién tendra la forma: 77k — 552 = N (7, j) que es una ecuacién diofdntica en dos
variables, donde las incégnitas son z y k.

Utilizaremos el siguiente algoritmo, para resolver las ecuaciones diofanticas y encontrar los periodos
de repeticién del calendario usado en una ano congruente con i méd 4, para cada i € {0,1,2,3}:

Algoritmo 1.
Para resolver las ecuaciones diofanticas y hallar los periodos de repeticion de los calendarios.

B Para cada valor de 7 € {0,1,2,3}:

o Para cada valor de j € {0,1,2,3} halle el valor de N con las férmulas (9):
* Si N(i,j) es divisible por 11
A Incremente el valor de z a partir de 1,
hasta encontrar un valor de k tal que 77k =55z + N.

A Calcule el periodo de repeticién P(i,j) con la férmula:
P=4-2z4[(As — A1) (méd 4)] anos 3 (11)
* Si no es divisible por 11 haga P(i,j) = oo
B El menor periodo de repeticién del calendario usado en un ano A; = ¢ (méd 4) sera:

P(i) = Min{P(i,5) / j € {0,1,2,3}} (12)

B El préoximo ano en que se usard el mismo calendario que se usé el ano A; seré:

2Una informacién muy completa sobre ecuaciones diofénticas y sus métodos de resolucién aparece en [1] Cap. 2 y
también en [3] Cap. 4.
Ya que P= Ay — Ay =4z 4 (A2 — A1) — 4z = 4z + [(A2 — A1) méd 4].
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A continuacién deduciremos las 16 ecuaciones diofanticas, utilizando el Algoritmo 1.
CASO (0,j): EL ANO 4, ES BISIESTO

Si el ano A; es bisiesto, tendremos que A; =0 (méd 4)

SUBCASO (0,0): EL ANO 4, ES BISIESTO

Si Aj es bisiesto, segun el Caso 1 de (9) la ecuacién diofantica correspondiente es:
TTk—552=0

Interpretacién: Esta ecuacién dioféntica si tiene solucién pues med (77,55) [0. Cuando z = 7'y
k =5 ocurre que 77 -5 — 55 - 7 = 0. Segun la férmula (14), el periodo de repeticién para este caso
es: P(0,0) = 7x4 =28 anos. Un ejemplo es el calendario 70 (SM) usado el ano 2000, que se usa
también en el ano 2028.

SUBCASO (0,1): EL ANO 4, ESTA UN ANO DESPUES DE UN BISIESTO
Tenemos que Ay =1 (médd 4) y segin el Caso 2 de (9) la ecuacién diofdntica correspondiente es:
TTk—552=10+11x1

Tk —552z=21

Interpretacion: Esta ecuacién diofdntica no tiene solucién pues med (77,55) [21. Segin (14) el
periodo de repeticién serd: P(0,1) = oo

SUBCASO (0,2): EL ANO 4, ESTA DOS ANOS DESPUES DE UN BISIESTO
Tenemos que Ay =2 (mdd 4) y segin el Caso 2 de (9) la ecuacién diofdntica correspondiente es:
TTk—552=104+11%2

Tk —552z =232

Interpretacion: Esta ecuacién diofdntica no tiene solucién pues med (77,55) [32. Segin (14) el
periodo de repeticién serd: P(0,2) = oo

SUBCASO (0,3): EL ANO 4, ESTA TRES ANOS DESPUES DE UN BISIESTO
Tenemos que Ay = 3 (mdd 4) y segin el Caso 2 de (9) la ecuacién diofdntica correspondiente es:
7Tk —552=104+11%3

77k —552=143

Interpretacion: Esta ecuacién diofdntica no tiene solucién pues med (77,55) [43. Segin (14) el
periodo de repeticién serd: P(0,3) = oc.

CASO (1,j): EL ANO A4; ESTA UN ANO DESPUES DE UN BISIESTO
Si el ano A; estd un ano después de un bisiesto, entonces A; =1 (mdd 4).
SUBCASO (1,0): EL ANO 4, ES UN ANO BISIESTO

Si Aj es bisiesto segin el Caso 3 de (9) la ecuacién dioféntica correspondiente es:
TTk—55z=1+11-(4-1)

7Tk —55z=34

Interpretacion: Esta ecuacién diofdntica no tiene solucién pues med (77,55) [34. Segin (14) el
periodo de repeticién serd: P(1,0) = oo
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SUBCASO (1,1): EL ANO 4, ESTA UN ANO DESPUES DE UN BISIESTO
Si Ay =1 (m6d 4) entonces (A2 — A1) = (1 —1) (méd 4) = 0 (méd 4).

Segun el Caso 4 de (9) la ecuacién diofantica correspondiente es:

Tk —55z= |42 +10- [H2] +11-0

TTk—552=0+10-0+0

7Tk —552=0

Interpretacién: Esta ecuacién dioféntica si tiene solucién pues med (77,55)| 0. Cuando z = 7
y k = 5 ocurre que 77 -5 —55-7 = 0 . Segtn (14), el periodo de repeticién para este caso es:
P(1,1) =4 %7+ 0 = 28 anos. Un ejemplo es el calendario 69 (SK) usado el ano 2005, que se usa
también en el ano 2033.

SUBCASO (1,2): EL ANO 4, ESTA DOS ANOS DESPUES DE UN BISIESTO
Si Ay =2 (m6d 4) entonces (A2 — A1) = (2—1) (méd 4) = 1 (méd 4).

Segun el Caso 4 de (9) la ecuacién diofantica correspondiente es:

TTk—55z= |4t +10- 4] +11-1

TTk—552=0+10-0+11

7Tk —552z=11

Interpretacién: Esta ecuacién dioféantica si tiene solucién pues med (77,55)| 11. Cuando z = 4
y k = 3 ocurre que 77 -3 — 55 -4 = 11. Segun (14), el periodo de repeticién para este caso es:
P(1,2) =4%4+4 1 =17 anos. Un ejemplo es el calendario 69 (SK) usado el ano 2005, que se usa
también en el ano 2022.

SUBCASO (1,3): EL ANO 4, ESTA TRES ANOS DESPUES DE UN BISIESTO
Si Ay = 3 (m6d 4) entonces (A2 — A1) = (3—1) (méd 4) = 2 (méd 4).

Segun el Caso 4 de (9) la ecuacién diofantica correspondiente es:

TTk—55z2= |42 +10- [H2] +11-2

TTk—=552=0+10-0+22

7Tk —55z=22

Interpretacién: Esta ecuacién dioféntica si tiene solucién pues med (77,55) | 22. Cuando z = 1
y k =1 ocurre que 77 -1 —55-1 = 22 . Segin (14), el periodo de repeticién para este caso es:
P(1,3) =4% 142 = 6 anos. Un ejemplo es el calendario 69 (SK) usado el ano 2005, que se usa
también en el ano 2011.

CASO (2,j): EL ANO A4; ESTA DOS ANOS DESPUES DE UN BISIESTO
Si el ano A; estd dos anos después de un bisiesto entonces 41 = 2 (mdéd 4).
SUBCASO (2,0): EL ANO 4, ES UN ANO BISIESTO

Si As es bisiesto segun el Caso 3 de (9) la ecuacién diofantica correspondiente es:
TTk—55z=1+11-(4-2)

TTk—552=1+22

7Tk —552=23

Interpretacién: Esta ecuacién diofdntica no tiene solucién pues med (77,55) X23. Segun (14) el
periodo de repeticién sera: P(2,0) = oo.

20



SUBCASO (2,1): EL ANO 4, ESTA UN ANO DESPUES DE UN BISIESTO
Si Ay =1 (m6d 4) entonces Az — A1 = (1 —2) (mbd 4) = —1 (méd 4) = 3 (mdd 4).

Segun el Caso 4 de (9) la ecuacién diofantica correspondiente es:

TTk—55z= 222|410 23] +11-3

TTk—552=14+10%x1+4+11%3

7Tk —552z =44

Interpretacién: Esta ecuacién diofantica si tiene solucién pues med (77,55) | 44. Cuando z = 2
y k = 2 ocurre que 77 -2 — 55 -2 = 44. Segun (14), el periodo de repeticién para este caso es:
P(2,1) =4%2+ 3 =11 anos. Un ejemplo es el calendario 03 (DM) usado el ano 2006, que se usa
también en el ano 2017.

SUBCASO (2,2): EL ANO 4, ESTA DOS ANOS DESPUES DE UN BISIESTO
Si A2 =2 (méd 4) entonces Ay — A1 = (2 —2) (m6d 4) =0 (méd 4).

Segun el Caso 4 de (9) la ecuacién diofantica correspondiente es:

TTk—552= |22 +10- %2 +11-0

TTk—552=0+10-0+0

7Tk —552=0

Interpretacién: Esta ecuacién dioféntica si tiene solucién pues med (77,55)| 0. Cuando z = 7
y k = 5 ocurre que 77 -5 — 55 -7 = 0. Segun (14), el perfodo de repeticién para este caso es:
P(2,2) =47+ 0 =28 anos. Un ejemplo es el calendario 03 (DM) usado el ano 2006, que se usa
también en el ano 2034.

SUBCASO (2,3): EL ANO 4, ESTA TRES ANOS DESPUES DE UN BISIESTO
Si Ay = 3 (m6d 4) entonces (A2 — A1) = (3 —2) (méd 4) =1 (méd 4).

Segun el Caso 4 de (9) la ecuacién diofantica correspondiente es:

TTk—55z2= |21 +10- 2] +11-1

TTk—552=0+10-0+11

7Tk —55z=11

Interpretacién: Esta ecuacion dioféntica si tiene solucién pues med (77,55)| 11. Cuando z = 4
y k = 3 ocurre que 77 -3 — 55 -4 = 11. Segun (14), el periodo de repeticién para este caso es:
P(2,3) =4%4+1 =17 anos. Un ejemplo es el calendario 03 (DM) usado el ano 2006, que se usa
también en el ano 2023.

CASO (3,j): EL ANO 4; ESTA TRES ANOS DESPUES DE UN BISIESTO
Si el ano A; estd tres anos después de un bisiesto, entonces A; = 3 (mdéd 4).
SUBCASO (3,0): EL ANO 4, ES UN ANO BISIESTO

Si Aj es bisiesto entonces (As — A1) = (0 —3) (mdd 4) = —3 (méd 4) = 1 (méd 4).
Segun el caso 3 de (9) la ecuacién diofantica correspondiente es:
TTk—55z=1+11-(4-3)

TTk—55z=1+11-1

TTk—552z =12

Interpretacion: Esta ecuacién diofdntica no tiene solucién pues med (77,55) [12. Segin (14) el
periodo de repeticién serd: P(3,0) = co.
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SUBCASO (3,1): EL ANO 4, ESTA UN ANO DESPUES DE UN BISIESTO
Si Ay =1 (m6d 4) entonces Az — A1 = (1 —3) (mbd 4) = —2 (méd 4) = 2 (mdd 4).

Segun el caso 4 de (9) la ecuacién diofantica correspondiente es:

TTk—55z= 232 410 [22] +11-2

TTk—552z=1+10-1+22

7Tk —552=33

Interpretacién: Esta ecuacién diofantica si tiene solucién pues med (77,55) | 33. Cuando z = 5
y k = 4 ocurre que 77 -4 — 55 -5 = 33. Segun (14), el periodo de repeticién para este caso es:
P(3,1) =4 %5+ 2 = 22 anos. Por ejemplo, el calendario 36 (MS) usado el anio 2003, que se usa
también en el ano 2025.

SUBCASO (3,2): EL ANO 4, ESTA DOS ANOS DESPUES DE UN BISIESTO
Si Ay =2 (méd 4) entonces (A2 — A1) = (2 —3) (m6d 4) = —1 (méd 4) = 3 (méd 4).

Segun el caso 4 de (9)la ecuacién diofantica correspondiente es:

TTk—55z=|332] +10- %3] +11-3

TTk—552=1+10-1+33

7Tk —552z =44

Interpretacién: Esta ecuacién diofantica si tiene solucién pues med (77,55) | 44. Cuando z = 2
y k = 2 ocurre que 77 -2 — 55 -2 = 44. Segun (14), el periodo de repeticién para este caso es:
P(3,2) =4%2+ 3 =11 anos. Un ejemplo es el calendario 47 (JD) usado el afio 2015, que se usa
también en el ano 2026.

SUBCASO (3,3): EL ANO 4, ESTA TRES ANOS DESPUES DE UN BISIESTO
Si Ay = 3 (méd 4) entonces (A2 — A1) = (3 —3) (méd 4) = 0 (mdéd 4).

Segun el Caso 4 de (9) la ecuacién diofantica correspondiente es:

TTk—552=|242] +10- [32] +11-0

TTk—552=0+10-0+0

7TTk—52=0

Interpretacién: Esta ecuacién dioféntica si tiene solucién pues med (77,55)| 0. Cuando z = 7
y k = 5 ocurre que 77 -5 — 55 -7 = 0. Segun (14), el perfiodo de repeticién para este caso es:
P(3,3) =4 %7+ 0= 28 anos. Un ejemplo es el calendario 69 (SK) usado el afio 2011, que se usa
también en el ano 2039.
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3. CONCLUSIONES

Vimos que las ecuaciones diofanticas relacionadas con la repeticion de los calendarios son de la
forma:

TTk—552=N (13)
donde los valores de N dependen de A; y de As.

Segun el analisis de casos realizado en las paginas anteriores, los valores de N son los mostrados en
la siguiente tabla:

Ay (méd 4)

N ol1]2]3

0l 0 [21]32]43

Ay (méd4) [1]34] 0 [11]22
20231440 [ 11
31123344 0

TABLA 12. Valor de N en funcién de los valores de Ay y de As.

Podemos obtener también la tabla anterior a partir de la Tabla 10, teniendo en cuenta que
Ay méd 4 ={ [ (A2 — A1) méd 4]+ (41 méd 4) } méd 4

La ecuacién diofantica (17) tiene solucién sélo cuando med (77,55)| N, es decir cuando 11 divide a N.
La interpretacién de los valores de N, mostrados en la Tabla 12, es la siguiente:

Los valores de la parte superior derecha (21, 32 y 43) no son divisibles por 11. Eso se interpreta
€omo:

un calendario usado en un ano bisiesto no puede usarse en un ano no-bisiesto.

Los valores de la parte inferior izquierda de la tabla (34, 23 y 12) no son divisibles por 11. Eso se
interpreta como:

un calendario usado en un ano no-bisiesto no puede usarse en un ano bisiesto.

El valor igual a cero de la parte superior izquierda de la tabla, es divisible por 11. Eso se interpreta
como:

un calendario usado en un ano bisiesto puede usarse en otro ano bisiesto.
En general, los valores iguales a cero en la diagonal de la tabla, se interpretan como:

un calendario usado en un ano congruente con iy mod 4 puede usarse en
otro ano congruente con iy mod 4.

Los nueve valores de la parte inferior derecha de la tabla, son divisibles todos por 11. Eso se
interpreta como:

un calendario usado en un ano no-bisiesto puede usarse en otro ano no-
bisiesto.
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Los periodos de repeticién P de los calendarios aparecen en la siguiente tabla:

As (méd 4) Min

P ol1]2]3
0128 | 00| 00| 00| 28
A (méd4) |1 | oo |28 17| 6 6
200 | 11|28 (17| 11
3loo 22|11 |28 11

TABLA 13. Periodos de repeticién de los calendarios en funcién de A; y de As.

La columna de la derecha de esta tabla se obtiene al aplicar la férmula (15) del algoritmo, a los
datos de cada fila.

La interpretacion de los valores de P, mostrados en la Tabla 13, es la siguiente:
Los valores de P infinitos se interpretan como:

Nunca puede ocurrir que un calendario, de un ano bisiesto, se vuelva a usar
en un ano no-bisiesto.

Nunca puede ocurrir que un calendario, de un ano no-bisiesto, se vuelva a
usar en un ano bisiesto.

Los valores iguales a 28 en la diagonal se interpretan como:

Deben pasar 28 anos para que un calendario, de un ano congruente con ig
mod 4, se vuelva a usar en otro ano congruente con iy mod 4.

Los valores iguales a 17 se interpretan como:

Deben pasar 17 anos para que un calendario, de un ano que esta un ano
después de un bisiesto, se vuelva a usar en un ano que esta dos anos después
de un bisiesto.

Deben pasar 17 anos para que un calendario, de un ano que esta dos anos
después de un bisiesto, se vuelva a usar en un ano que esta tres anos después
de un bisiesto.

Los valores iguales a 11 se interpretan como:

Deben pasar 11 anos para que un calendario, de un ano que esta dos anos
después de un bisiesto, se vuelva a usar en un ano que estd un ano después
de un bisiesto.

Deben pasar 11 anos para que un calendario, de un ano que esta tres anos
después de un bisiesto, se vuelva a usar en un ano que esta dos anos después
de un bisiesto.

Los valores iguales a 6 y 22 se interpretan como:

Deben pasar 6 anos para que un calendario, de un ano que esta un ano
después de un bisiesto, se vuelva a usar en un ano que esta tres anos después
de un bisiesto.

Deben pasar 22 anos para que un calendario, de un ano que esta tres anos
después de un bisiesto, se vuelva a usar en un ano que estd un ano después
de un bisiesto.
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Los valores minimos de P de cada fila, mostrados en la columna de la derecha, se interpretan como:

Deben pasar 28 an0s para que un calendario, de un afio bisiesto, se vuelva
a usar.

Deben pasar 6 anO0OS para que un calendario, de un afio que estd un aino
después de un bisiesto, se vuelva a usar.

Deben pasar 11 anos para que un calendario, de un ano que esta dos anos
después de un bisiesto, se vuelva a usar.

Deben pasar 11 anos para que un calendario, de un afio que esti tres
anos después de un bisiesto, se vuelva a usar.

Un calendario de un aiio bisiesto se usa una vez cada 28 anos.

Un calendario de un afio no bisiesto se usa tres veces cada 28 @108 con un intervalo
de 6 anos y dos intervalos de 11 anos.
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