LA TRANSFORMADA DE LAPLACE CARLOS S. CHINEA

LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Es la mas conocida y utilizada de las transformadas integrales. Se ha mostrado de
una gran utilidad a la hora de resolver multitud e problemas de la ciencia y
tecnologia, aplicandose de manera efectiva al estudio de tema fundamentales como
teoria de vibraciones, circuitos electrénicos, busqueda de soluciones de ecuaciones
en derivadas parciales, estudio de la conductividad del calor, ecuacion de onda,
soluciones de problemas de valor de frontera, etc.

0. Introduccion:

La idea basica del llamado Calculo Operativo consiste en establecer una
correspondencia funcional o transformacion de modo que si a una funcion f(x) dada
le corresponde un conjunto L[f(x)] de operaciones, o0 un conjunto de ecuaciones
L[f(x)]=0, a la funcion transformada correspondiente F(s) le correspondera el
conjunto de operaciones L[F(s)] o bien un conjunto de ecuaciones L[F(s)]=0. La
utilidad de esta correspondencia funcional se manifiesta cuando el conjunto de
operaciones, L[F(s)], o de ecuaciones transformadas L[F(s)]=0 es de mas sencilla
resolucion que las operaciones correspondientes L[f(x)], 0 ecuaciones
correspondientes L[f(x)]=0 en la funcién original f(x).

Pueden ser ideadas, obviamente, multiples reglas de transformacion. En particular
han resultado efectivas las llamadas transformadas integrales, por la que se define
la funcién transformada F(s) como una integral de la funcién original f(x)

multiplicada por alguna funcion arbitraria de las variables x y s que se denomina en
general Nucleo de la transformacion:

F(s)= j"K(s,x).f(x).dx

En todas las transformadas integrales es el nlcleo de la transformacion, K(s,x), vy,

en algun caso, los limites de integracion, a y b, lo que define el tipo de
transformada integral.

Son ejemplos de transformadas integrales las siguientes:

a. Transformada de Fourier por senos:

F(s)= Tsen(st).f(t).dt
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b. Transformada de Fourier por cosenos:
F(s)= Tcos(st).f(t).dt
0
c. Transformada de Fourier compleja:
F(s)= Tem S(@).dt

d. Transformada de Laplace:

F(s) = Te S(0).dt

e. Transformada de Hankel:

F(s) = ]O ()2 (st).dt

(Ja(st) es la funcion de Bessel de 6rden n)

f. Transformada de Mellin:

F(s)= T f@)dt
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1. La transformada integral de Laplace:
Definicidon 1.1:

Sea f(t) una funcion real definida en el intervalo (-, +«) tal que f(t)=0 si t<0. Se
llama Transformada de Laplace de f(t) a la funcion

0

F(s)= j e f(t)dt
0
que también podemos designar por L(f), o por Lf.

La variable s es un nimero complejo, s=a+i.b, y la transformada F(s) esta definida
para aquellos valores de s en el plano complejo para los cuales converge la integral.

Proposicion 1.1:

Si llamamos ¢,(t) =e “.f(¢) , entonces la transformada de Laplace de f(x) coincide

con la transformada de Fourier compleja de ¢ (¢).

En efecto:
[ f@rde=[e ™ f@eyde=[e™ e f(0)dt = [ 4, ().t
0 0 0 0

Proposicion 1.2:

Para que exista la transformada de Laplace de una funcién f(x) es condicién
suficiente que:

a) f(x)e R, en todo intervalo finito.
b) f(x) sea de orden exponencial, esto es, que existan contantes positivas M, a, x,

tales que |f(x)|£M.e“x, Vx 2 x,

En efecto:

Descompongamos la integral que define la transformacion:
0 ty 0
e f)de=[e f()dt+[e f(0).at
0 0 fy

La primera de ambas integrales existe, puesto que f(x)eR en todo intervalo finito.

En cuanto a la segunda integral, se tiene que para x>a:

e f(0)]=e

f(t)| <e.Me" =M.e ", Vt>t,, por tanto:
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o0 o0

we‘” t.dtSwe_” Dldt= e |f(t)dt=|e™ t.dtSwM.e_(x_“)'t.dtS
[er rwa<[le™ f@lde = [e|f0)|de = [e™|F0)]de < |

ly fy ly

M

X—da

< '[M e O gy =
0

En definitiva, F(s)= je‘s’.f(t).dt converge absolutamente para x>a.
0

Proposicion 1.3:

Si la integral

Te‘” S(0).dt

es convergente en s=s,=x,+1i.),, entonces, si para cualquiera que sea el
numero real positivo k definimos el sector s(k) con vértice en s, como el conjunto

g

Y=Y
X=X,

S(k):{x+iy/x>xo,

resulta que la integral
jéWJﬁpﬁ
0

converge uniformemente en s(k).

y Y -Yao = ki(x - %

(XgrYo)

En efecto:

El teorema quedaria probado se demostramos que para todo ses(k), existe algun tg
tal que si ¢, 2 ¢ =1, entonces
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[e f)d<e,ve>0

4

Empecemos definiendo  f(x) :.|.e’s°tf(t).dt—Ie‘sOtf(t).dt, si x>0, por lo que es
0 0

dp(t)=e" f(t).dt, y por tanto: J.e"%’f(t).dt = J‘e’(‘“‘")’.dﬂ(t), siendo esta igualdad
0 0
valida para todo nimero complejo s=x+iy que tenga x=>0.

Obviamente, es f(x) >0 si x—> o, esto es, para valores de x suficientemente
grandes, esta funcidn puede hacerse tan pequefia como se quiera. Por lo tanto,
dado &£ >0, siempre podemos elegir un t, tal que parat>t, es f(¢)<¢&', siendo &’
cualquier nimero positivo, por muy pequefio que sea, en particular, podemos elegir
arbitrariamente

1

—&

oo 2

_1+\/1+k2

Vamos a probar ahora, por consiguiente, que

_[e‘”f(t).dt = Ie’(“"“’)’.dﬂ(t) <&, Ve>0, para todo ses(k)

4 4

para ello resolvemos por partes la segunda integral:

)

J.e_(S_SO)Z-dﬂ(t) — e—(S—So )'tﬂ(l‘)

g

C B0 - sle i =

153
= ()02 p,)— e (sl p)+(s— sO)J.e’(S‘S0 " P(t).dt
4
y teniendo en cuenta que cuando ses(k) es x>X, , se tiene que:

‘e—(S—Sa )t

‘ e—[(X—xo)‘*'()/—)/o)i]‘ _ o <

por lo cual, utilizando esta desigualdad, se puede escribir que

t, 12
. (xex §—=S (x— (x—
J.e_(’ ' dB(t) < g‘+g'+g'|s—so|.J.e X0t gy = 25‘+g'.—| O| [e Xt pmlx '”0)"2]<

t 4 X=Xy

_ _ Y 2
<2g'+2g'|s—‘9°||=25{1+|s SO']:zg' 1+\/(x Y)WV | _oul s 1y

2

Y=
X=X,

.|)C—XO |X—XO| (x—xo)z

<2&'(1+1+k%)

1
—&
2

y, finalmente, si sustituimos &'=—=——:
1+1+k7
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t) t)
j e f£(t).dt] = j e dB(t) < e, Ve >0
4 4
por lo que la integral indicada converge uniformemente en el sector s(k).
Puesto que todo punto del semiplano x>xg esta situado dentro de algun sector s(k)
con vértice en X, se puede enunciar el siguiente corolario.
Corolario 1.1:
Si la integral

Te‘” S(@).dt

converge para s=s5,=Xx,+1i.), también converge para cada s=x+i)y en el

semiplano x>x,, convergencia que puede o no ser uniforme en dicho semiplano. En
los puntos de la recta x=x, distintos de sy la integral puede no ser convergente.

Definicion 1.2:

El infimo del conjunto de todos los xg tales que
J.e_” S(0).dt
0

converge para s =35, =X, +1.y, se llama abcisa de convergencia de la integral y se

representa por o(t). Esta abcisa podria ser -«, pero no +o, pues la funcién f(t) es
de orden exponencial.

El semiplano x > o(t) se llama semiplano de convergencia de la integral.

Proposicion 1.4:

Sea o(t)la abcisa de convergencia de la integral

F(s)=[e™.f(0).dt
0
Para cada s =x+1i.y, con x> o(t) existe la derivada F'(s) y viene dada por
F'(s)=—[e™"£.f(0)dt

0

integral que converge uniformemente en todo sector s(k) interior al semiplano
x>o(t).
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La aplicacion reiterada de este teorema nos dice que F(s) tiene derivadas de
cualquier orden y que vienen dadas por la formula

F(s) = (=1)" j et f(t)dt
0
si s pertenece al semiplano de convergencia.
En efecto:

Veremos la demostracion en dos partes. En la primera probaremos la convergencia
de la integral

I et f(0).dt
0
en el semiplano de convergencia x> o(t), y en la segunda parte probaremos la

existencia de la derivada F(s) y su expresidon mediante la integral anterior.

[’e]

a) Convergencia de J-e’”.t.f(t).dt:

0
A 0

Consideremos la funcion a(t)=J‘e““f(t).dt—je““f(t).dt, analoga a la funcién p(t)
0 0

definida en la demostracion de la proposicibn 1.3. Se tiene entonces que

A A
da(t)=e ™ f(t)dt, y por tanto: je“‘“’.t.f(t).dt = je‘“‘s"”.t.da(t) , Y resolvemos por
0 0

partes la segunda integral:

A 4 A

[ rda@y=te Vo) - [a@]e " ~(ss,)e " ]t =
0 0

A A
= Ae ™0 (A) - j a(t).e ™ di + (s —s,) j te U g (f)dt
0 0

Puesto que «(t) esta acotada,

a(t)|£M, si es s=x+iy y x>xp, siempre se puede

elegir un h tal que xp<xp+h<x, y, para t >0 es

‘e‘“‘SO)’ .t.a(t)‘ SMite " <Mite " =Mite™
A

En definitiva, el integrando de _[e
0

limite finito para t tendiendo a infinito, por lo cual, aplicando el criterio M de
Weierstrass, resulta ser convergente para x>X, la integral

00

[e o f)de

0
y, finalmente, puesto que x, solamente esta sujeto a la condicién de que x, > o(?),

"m0 ¢ da(t) estd acotado por M.te™, que tiene

se deduce que la integral antedicha converge para todo s del semiplano de
convergencia x> o(¢). Aplicando la proposicién 1.3. anterior la integral converge

ademas uniformemente en todo sector S(k) de dicho semiplano.
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b) Existencia de la derivada F/(s):

Consideremos la descomposicion:

o]

F(s)= ].ie‘"f(t).dt zje’(”"y”f(t).dt = Te” (cos(yt) —i.sen(yt)).f(¢).dt =

0

= [ e cos(yt).f (0).dt —i[ e sen(ye).f (1)t = u(x, y) +iv(x, )
0 0
donde llamamos:

0

u(x,y) = [ e cos(yt).f (¢).dt v(x,y) = —[ e sen(ye).f (0).dt
0 0
derivando parcialmente estas expresiones tenemos:

ou__ j te™ cos(yt).f(t).dt @ _ j te " sen(yt).f(t).dt
ox 0 ox
ou P [1.4.a]
— =—|te "sen(yt).f(t).dt —=—|te ™ cos(yt).f(t).dt
Oy ! y !
de lo que se deduce que se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann:
ou_ov
ox Oy
u__ov
oy Ox

por lo cual:

F6) = F(5) = (i) =) +ivt ) FE

X

dx ou .0v
siendo —= V., =1/ =1 se tendrd que F'(s =—+i—, Yy, usando las
Y ds ds % q (5) ox Ox Y
dx
: : - . ov . ou
ecuaciones de Cauchy-Riemann, también es F'(s) :8__18_
y

Por tanto, sustituyendo las expresiones integrales [1.4.a]:

F'(s)= —T te ™ cos(yt).f(t).dt + iT te M sen(yt).f(t).dt =

o0

=F'(s)=- Tt.e” cos(yt).f (¢).dt — iTt.e““sen( yi).f (t).dt} =— J' e f(r).dt

0

por tanto, la derivada de la transformada de Laplace existe y es, precisamente, la
integral cuya convergencia se ha probado en el paragrafo anterior.
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2. Propiedades:

Proposicion 2.1 (Propiedad de linealidad):

Si son c¢; y ¢; numeros reales y son fi(x) y fx(x) funciones reales tales que sus
transformadas de Laplace son F;(s) y F»(s), se verifica que la transformada de la
combinacioén lineal de las funciones es la combinacion lineal de las transformadas:

Ve,,c, €R
LI 0]=F(s); = Ll fi(x)+ e, fy(0)]= ¢, LI/ (0)]+ ¢, LI f, ()] = ¢, F () + ¢, F, (s)
Lf,(x)]= F,(s)

En efecto:
Lo O+ e, ,0)= e e i)+ e fi@de = ¢ [ e fi(e)de +c, [ f(0)de =

= ¢ LU (0] + 6, LI (D] = ¢ F(5) + ¢, Fy (5)

Proposicion 2.2 (Primera propiedad de traslacién):

Si es L[f(t)]= F(s) entonces también se verifica que L[e“’.f(t)]= F(s—a).

En efecto:
Ll r0))= Te & (0).dt = Te-“-”)’ f(0)dt = F(s —a)

Proposicion 2.3. (Segunda propiedad de traslacion):

f(t—a), t>a

entonces Llg(t)|=e*.F(s
0. i< [g®]=e"F(s)

Sies L[f(t)]=F(s) y es g(¢) :{

En efecto:

o0

Llg()]= j e g(t).dt = je g(t).dt + Te g(t).dt = Te f(t—a)dt= j ¢ £ (u).du
por tanto 0 0 ' ' 0

0

Llgt)]=e|e™ f(u).du=eF(s)

R ——y 8
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Proposicion 2.4 (Propiedad de cambio de escala):
Si es L[f(t)]z F(s), entonces L[f(at)]:lF[iJ
a \a

En efecto:
i Sodu 17 1 (s
Lf(at)]= j f(at)dt = j fa)y===(e < fu)du=—F| >
a a 0 a a
Proposicion 2.5 (Propiedad de transformacién de derivadas):

Sea f(t) una funcion continua en 0<¢<r, de orden exponencial para a t>r, y su
derivada f/(t) al menos continua a tramos. Si es L[f(t)]zF(s), se verifica que

LIf'(®)]=s.F(s)- f(0)

En efecto:

L[f‘(t)]:Te-S’ F'()dt=lim ja”.f‘(z).dz: lim {e f(z)\:+sj e f(z).dt}

A— 0’ A— oo

= Ilim e f(A4A)- f(0)+ sj{e_‘“f(t).dt} = lim {— f(0)+ s]{e_‘“f(t).dt} =

A—> o0 A— o
=— f(0)+ s]g e f(t).dt =—f(0)+5.F(s)

(pues e f(4)— 0, para s>r)

Proposicion 2.6 ((Propiedad de transformacion de derivadas con discontinuidad en
el origen):
Si la funcién f(t) de la propiedad anterior no satisface la continuidad en t=0, pero

existe lim f(¢)= f(0") (aunque no sea igual a f(0)) entonces es
t—>0"

L[f'(t)]=5.F(s)- £(07)

En efecto:

LIf'(0)]= j f'@O)dt=lim j = F).dt = lzm f(t)\A+sje-” f(t).dt}:
A— o0l A— C

e—>>0" e—>0"
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A— oo

= Iim |e™f(A)-e*f(e)+ sie‘“f(t).dt} —e (A —e" £(0%)+ sjf e f(t).dt =

e—>0"
A

=—f(0") +s[ e f(t)dt == (0" ) +5.F(s)

P

Proposicion 2.7 (Propiedad de transformacién de derivadas con discontinuidad en
un punto cualquiera):

Si la funcién f(t) de las dos ultimas propiedades deja de ser continua en t=a>0
entonces

LLf )= 5s.F(s)~ f(0) - | f(a") - f(a)]

En efecto:

L O)= e faod= tm | [ fayder (e |-
[r®)] {e ().t Agg@“e [ @0de+ [ f(2) r}

a+e

e—>0"

A—

a+e

= lim He f(t)‘z_g + sje . f(t).dt} + {e . f(t)‘ig +s .fe f(t).dtﬂ _
e—>0"

=™ f(a )= f(O)+ [e™ f(O)dt—e™ f(a®) +s[e™ f(t)dt =

——e(f(a")-f(a"))-[(0)+5.F(s)

Proposicion 2.8 (Propiedad de transformacién de la n-sima derivada):

Si es L[f(t)]zF(s) y son f(t), f'(t),...,f"1(t) continuas para 0<¢< N y de orden
exponencial para t>N, y es asimismo f("(t) al menos continua a tramos para
0<t< N, se verifica que

L @)= s"F(9) =5 F0) =" £1(0) == .S P (©) = S (0)
En efecto:

Podemos hacer la demostracién por induccion:
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Para n=0: L[f(t)]=5".F(s)=F(s) (por definicién)
Para n=1: L[f'(t)]:s.L[f(t)]—f(O) (por propiedad 52)

Supongamos la formula cierta para el valor n=k-1 a fin de probar que, entonces,
seria también cierta para n=k:

L 0= s TF ) =57 £ =5 £1(0) =5 O = £47(0)

Veamos que ha de ser cierta para n=k. Por la propiedad 52 se tendra que:

L[fk)(f)]=SL[fk_l)(t)]—f"")(O), por lo que al sustituir:

G O e O R A (O R (OB AR (O SV AR ()

Por tanto:

L0 0)=s'F(5)=s7 f(0) =7 110 =5 S SO - 4 (0)

Proposicion 2.9 (Propiedad de transformacién de integrales):
t
1
Si es L[f(t)] = F(s) entonces LU f(u).du} =—F(s)
S
0

En efecto:

Sea

g)=[fwdu=gO)=f@t) r g0)=0= L[g'()]=s.L[g(t)]-2(0) = sL[g(1)]

Entonces: L[g(f)]= %L[g'(t)] = %L[ f(]= %F(s) =3 L{ j f(u).du} = %F(s)

Proposicion 2.10 (Propiedad de transformacion del producto por una potencia de la
variable):

n

Sies L[f(1)]= F(s) entonces L|t". f(r)]:(—1)".%1%)=(—1)".F(">(s)

En efecto:

Actuaremos por induccion. La féormula es cierta para n=1:
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d dt T

ZF(s)= —je-“ f(o)dt =— j te™ f(t).dt =—Llt.f(1)]

ds ds < 0
Veamos que si suponemos la formula cierta para n = k-1 hemos de concluir que
también ha de ser cierta para n = k:

a) Para n=k-1 la suponemos cierta:

[kl (t)] (- l)kl d

—F(s)

b) Veamos para n=k:

Lt @)=Ll f(t)]z—%L[t"‘l ro]=-4 {( 1y, dk B

kdk

- F (S)} (=D".— F(s)

Proposicion 2.11 (Propiedad de transformacion al dividir por la variable):
Si es L[f(t)] F(s) entonces L[f( )} jF(u).du
En efecto:

si tlamamos g(t)=/ 1)/ = 1) =1.g(t)= LI (0)]=Lltg(0)]= ——L[ D)

Por lo cual: dL|g(t)]=-F(s).ds= L[g(t)]’ = —jF(u).du =N

L{fft)}_ L{f(oo)} [ Py :»L[@}o:TF(u).du

Proposicion 2.12 (Propiedad del valor inicial):

Si existen los limites que se indican, entonces se verifica que

lim f(¢)= lim s.F(s)
t—>0 s —> 0
En efecto:

L[f'(t)]:.[e_”f'(t).dt:s.F(s)—f(O). Si f'(t) es continua a trozos y de orden

0

exponencial, se tiene que es lim Ie“"f'(t).dt =0 . Por tanto:

s — o’
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lim L[f'()]= lim sF(s)-f(0)=0— lim s.F(s)— lim f(£)=0
s —> 0 e ) § —> t—>0

o bien:

lim f(t)= lim s.F(s)
t—0 s —> 00

Proposicion 2.13. (Propiedad del valor final):
Si existen los limites que se indican, entonces se verifica que

lim f(t)= lim s.F(s)
X —>® s—0

En efecto:

0

L[f'(t)]z_[e‘s’ F'(6)dt =s.F(s)— f(0)= lim Te 7'(0)dt = lim s.F(s)— f(0) =

s—0 s—0

T F1(0).dt = lim j Flu)du= lim s.F(s)— f(0)= lim f@)- f©0)= lim s.F(s)— £(0)

t—> s—>0 t > © s—>0

y en definitiva:  lim f(f)= lim s.F(s)
t—> oo s—>0
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3. Convolucion y transformada inversa:

Definicion 3.1:

Se denomina convolucidon de las funciones f(x) y g(x) y se representa por f(x)*g(x),
a la expresion

f()*g(x) = [ f(w).g(x—u).du

Proposicion 3.1:
Se verifica la propiedad de conmutacion f(x)* g(x) = g(x)* f(x)

En efecto:

f@O*g() = [ f).gt—w)du==] f(t=v).gw).dv = f(t-v).gv)dv=g(t)* £ (¢)

Definicion 3.2:

Si L[f(t)]: F(s) entonces f(t) se llama transformada inversa de Laplace de F(s), y

se expresa por f(t) =L‘1[F(s)] donde L se llama operador transformada inversa
de Laplace.

Proposicion 3.2 (Teorema de convolucién):
Sies L'[F(s)]= f(¢) y L'[G(s)]= g(r), entonces se verifica que
L'[F().G(s)]= [ fw).g(t —u).du = f(1)* (1)
0
En efecto:

Probaremos, equivalentemente, que L[f *g]= F(s).G(s):

00

Llf*gl= IeUf (u).g(t—u).du}dt = [[e™ fu).g(t —u)dudt =

Dt D u+v
= lim j j e f(u).g(t—u)dudt= lim j j e £(u).g(v).du.dv =
D —>» 00 00 D — 00
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Te-m‘*” f(u).g(v).dudy = ﬁe‘”‘f (u).duJﬁe‘”f (V)-dVJ = F(5).G(s)

O —y 8

Proposicion 3.3. (Formula de inversién):

Sea c un numero positivo de modo que para cada s = x +i.y, siendo x>c, converge
absolutamente la integral

F(s)=[e™.f(0).dt
0
Y sea t un punto que satisface alguna de las siguientes condiciones locales:

c) fes de variacion acotada en un entorno de t [t—5,t+5].
d) Existen los dos limites f(t+) y f(t-) y las dos integrales impropias

Tf(t+u)—f(t+) " j‘f(r—u)—f(r—) "
0+ u . 0+ u .

son absolutamente convergentes.

Entonces, para cada a>c se cumple que

2 2 h
T —
La integral del segundo miembro puede expresarse como una integral de contorno
tomada a lo largo de un segmento rectilineo que une a-iT con a+iT en cuyo caso
escribimos

JEHIE) iy [ pa s iy

T

a+iT
SO+ [e F(s)ds
2 2m Sir
T — oo

a+ooi a+iT

En ocasiones se utiliza el simbolo J‘ como abreviacion de lim j

a—ooi T N CDa_iT

Demostracion:

e f(t) t=0

Aplicando el Teorema de la
0 t<0

Consideremos la funcion g(t)={

Integral de Fourier, se tiene:

g(t+);_g(t_) — i hrn J.|:J‘g(u).e—iv(t—u) j|dv

-T

—0

T >
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expresando esta relacidon en funcion de f(t):

T 0 T
f(t‘l') —; f(t_) — i llm je(aJriv).t '[f(u)'e(a+iv)14 du dV — 2L llm '[e(a+iv)tF(a + iV).dV

T >0’ 0

T >0l
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4. Ejemplos:

4.1. Ejemplos de transformadas directas:

a) Lilj="

S

n!
b) L{"}=—",n=123,.
s

n+l >°

o) Lie"t=1
S—a
—at 1
d) Lie™ =
S+a
L kt} =
e) {senkt} ERYE
L kt} =
D {coskt) sT+k?
k
g) L {Senhkt} = m
N
h) L {COSh kt} = m

4.2. Algunas transformadas inversas:

©
(38}
+ |«
Pl
(3]

i s
g) coshkt:L1{ . 2}

MARCHENA (SEVILLA), SEPTIEMBRE 2005
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4.3. Transformadas de otras funciones:

a) Logaritmo natural:
L[in(t)] = _In(s)+y
S

b) Raiz n-sima:

_nml 1
Lfe]=s r[1+;j
c) Funcidn de Bessel de primera especie:

L[Jn (t)] — (‘H—L Vi+s®

1+s?

d) Funcién modificada de Bessel de primera especie:

(s+ —1+s? )ﬂ

L[In (t)]: m
- S

e) Funcién error:

i
L[erf(t)]ze erj;c(s/2)

MARCHENA (SEVILLA), SEPTIEMBRE 2005
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5. Aplicaciones:

5.1. Enumeracién de algunas de las muchas aplicaciones de la transformacién:

Solucion de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes.
Tratamiento de la Teoria de Vibraciones.

Circuitos electronicos.

Resistencia de materiales.

Solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales.
Solucién de ecuaciones integrales especiales.

Solucion de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables.
Solucién de ecuaciones en derivadas parciales.

Solucion de ecuaciones en diferencias finitas.

10. Solucidn de ecuaciones integro-diferenciales.

11. Solucidn de ecuaciones diferenciales en diferencias.

12. Conductividad del calor.

13. Ecuacién de onda.

14. Lineas de transmision.

15. Solucidn de problemas del tipo de valor de frontera.

CONQUTREWNE

5.2. Un ejemplo concreto de aplicacion:

Consideremos la ecuacion diferencial
a v\ (n-1) ) _
Yy +a, y +..tay+a, = f(t)
con un conjunto de condiciones de frontera:
y(0)=4,, y'0)=4,, .., y""(0)=4,

Si aplicamos la transformacién de Laplace a ambos miembros de la ecuacién
diferencial, se tiene:

anL[y(”)]+ an_lL[y(”_”]+ ot alLLy]+ a, = L[f(t)]
y siendo L[y(t)]:Y(s), L[f(t)]:F(s), se tiene, teniendo en cuenta las
condiciones de frontera y la transformacion de la derivada de cualquier orden
(proposicion 2.8):

G(5).Y(s)=F(s)

donde es G(s) un polinomio en s.
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Entonces, escribimos Y(s):F(S)G(S), por lo que, finalmente, para hallar la

solucidon de la ecuacion diferencial dada bastara hallar la transformada inversa de

Laplace de Y(s):
_ | £6)
y(t)=L {G(S)}
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